Optische Charakterisierung transparenter Materialien
im Hinblick auf eine Auswertemethode
experimenteller Streudaten

Diplomarbeit

Thomas Schmidt

Fakultit fiir Physik
Albert-Ludwigs Universitit Freiburg im Breisgau

Fraunhofer Institut

fiir solare Energiesysteme

Freiburg im Breisgau, im Marz 1993




Inhaltsverzeichnis

0.) Einleitung

1.) Die Klassifizierung optisch transparenter Materialien
iiber die charakteristische Streufunktion

2.) Die allgemeine, beschreibende Gleichung eines Streuexperiments
mit homogenen, optisch diinnen Materialien

2.1. Das 2-dim Problem
2.2. Das 3-dim Problem

3.) Die moglichen MeBaufbauten mit zugehorigen Integralgleichungen

3.1. Parallele, inhomogene Probenbeleuchtung
3.1.1. Der realisierte Meaufbau

-3.1.2. Die beschreibende Integralgleichung
3.1.3. Interpretation der Integralgleichung
3.1.4. Zusammenfassung

3.2. MeBaufbau mit nicht paralleler Probenbeleuchtung

4.) Aspekte der Integralgleichung hinsichtlich der Losungsansitze

4.1. Beziehung zwischen Volterrascher
und Fredholmscher Integralgleichung

4.2. Das zugeordnete diskrete Problem
4.3. Das Testverfahren der Losungsansétze

5.2. Die Losungsansitze des zugeordneten diskreten Problems

5.2.1. Matrixinversion
5.2.2. Pseudoinverse - Least Square Losung
5.2.3. Regularsierungs Verfahren

6.1. Theorie, Klassifikation und Behandlung mit
Raytracing-Methoden

5.1. Versuch einer analytischen Losung - Volterras Fehler

14
17

18
20
25
28

29

31
31
33

5.) Die verschiedenen Ansitze zur Losung einer Fredholmschen Integralgleichung

37

40
44
51

6.) Kosterelemente als Beispiel fiir homogene, optisch diinne LIM’s des 2-dim Falls

57




6.2. Messung des winkelabhidngigen Streuverhalten
mit anschlieBender Datenkorrektur

6.3. Anwendung der Streudaten in dem
Tageslichtsimulations-Programm Radiance

7.) Zusammenfassung

8.) Anhang
A) Konsistenzbetrachtung filir das Raumwinkel-Integral
B) Eine andere Interpretation der Regularisierungs-Methode
C) Spiegellamellen mit 1-dim translationsinvarianter Symmetrie

C.1. Strahlverfolgung
C.2. Simulation in Tageslicht-Simulations-Programmen

Literaturverzeichnis

66

73

76

77

79

84
86

91




0.) Einleitung

Im Zuge der Erforschung von Systemen zur direkten Umwandlung und Nutzung von Son-
nenenergie hat die Entwicklung und Untersuchung von optisch transparenten Einzel-Ma-
terialien und Material-Systemen einen immer gréBeren Stellenwert eingenommen. Nach
thren Verwendungsméglichkeiten lassen sich diese Materialien in zwei Gruppen einteilen:

Die erste Gruppe bilden die sogenannten TIM’s (Transparent Insulation Material), die
gute Wiarmedammeigenschaften (K-Wert von typischerweise (0.5 -1.5) Watt pro Quadrat-
meter und pro Kelvin) mit einer hohen diffusen Lichttransmission (Transmissionsgrad 0.5
- 0.8) vereinigen.

Haupvertreter der TIM’s sind:

1.) Kapillarstrukturen aus Polycarbonat oder Glas
2.) Glasschwdamme - massives oder granuliertes Aerogel
3.) Mehrfach-Scheiben-Folien-Systeme

Mogliche Einsatzgebiete dieser Materialklasse finden sich in Aperturfldchen von thermi-
schen Hochtemperatur- sowie Speicherkollektoren, bei saisonalen Wirmespeichern, in
Fenstersystemen (Day Lighting) und hauptsédchlich bei der transparenten Gebdude-Wér-
medimmung.

Die zweite Gruppe bilden die LIM’s (Light Influencing Material'), die sich durch gezielte
Steuerung der Lichttransmission nach DurchlaBgrad und/oder Richtung auszeichnet. Sie
unterteilt sich in die passiven Systeme, die auf bestimmten Licht-Einfallswinkel mit immer
gleicher Lichtlenkung reagieren, und die aktiven Systeme, die die Lichtlenkung durch me-
chanische, thermische oder elektrische Beeinflussung variabel steuern.

Hauptvertreter der LIM’s sind

bei den passiven Systemen
1.) Spiegelelemente

2.) Linsen und Prismen

3.) Hologramme

bei den aktiven Systemen

1.) mechanisch bewegbare, passive Systeme
2.) thermotrope Schichten

3.) elektrochrome Schichten

Diese Materialklasse wird vorwiegend zur gezielten Tageslichtnutzung in Industrie- und
Biirogebduden eingesetzt. Zukiinftig sind aber auch die Regelung von transparent, wérme-
geddmmten Fassaden und der Uberhitzungsschutz fiir thermische Kollektoren als Anwen-
dungsmoglichkeit in Betracht zu ziehen. '

1. Begriff ist in Analogie zu TIM gebildet und zwar so, daB sich eine hiibsche Abkiirzung ergibt ...




Neben dem allgemeinen Forschungsziel der Kostenreduktion sind die Fragestellungen zur
Weiterentwicklung und Verbesserung der Materialien bei den verschiedenen Klassen un-
terschiedlich gelagert:

bei TIM’s:
Wie erreicht man hohe solare Transmission bei guter thermischer Warmeddmmung 7

bei LIM’s:
Wie erreicht man ein gewiinschtes Lichtstreu-und Streuerverhalten?

Fiir beide Fragen sind jedoch die “inneren® Strahlungstransportmechanismen, die sich ma-
kroskopisch als “charakteristisches Streuverhalten” der Materialien zeigen, von Bedeu-
tung. (Im folgenden wird jegliche sich makroskopisch zeigende Wechselwirkung des
Lichts mit dem jeweiligen Material als Streuung bezeichnet).

Ziel meiner Arbeit war es nun fiir dieses charakteristische Streuverhalten (d.h. mit welcher
Oberflachenabstrahlung in jegliche Raumrichtung ein Material auf Beleuchtung eines Fla-
chenelemetes mit Licht aus einem vorgegebenen Einfallswinkelbereich reagiert) eine adi-
~ quate, mathematische Beschreibung zu finden und eine damit verbundene Mef3-Auswerte-
Prozedur fiir experimentelle Streudaten zu entwickeln. Das damit quantitativ bestimmte
Streuverhalten dient einerseits als Test fiir Theorien der intrinsischen Steuprozesse und an-
dererseits als experimenteller Input fiir Tageslichtsimulations-Programme.

Als experimenteller Ausgangspunkt stand hierfiir ein 4n—Detektor mit Doppel-Kegel-Geo-
metrie und angestrebter paralleler, homogener Probenbeleuchtung fiir Materialien der Gro-
Be 40 x 40 cm zu Verfiigung.

Der Zusammenhang zwischen MeBwerten und eigentlicher, gesuchter Streufunktion konn-
te ziemlich schnell als Fredholmsche Integralgleichung formuliert werden. Versuche diese
Gleichung auszuwerten, fiihrten {iber einen Ansatz zur exakten Losung, Matrixinversion
des zugeordneten, diskretisierten Integraloperators und einer Least-Square-Losung zu der
Einsicht, daB es sich hierbei um ein “schlecht gestelltes Problem” handelt, das nur mit Hilfe
von Regularisierungsverfahren befriedigend “gelést” werden kann. Die Erkenntnis, eine
Methode zur “Losung” einer mehrdimensionalen Integralgleichung zur Verfiigung zu ha-
ben, fiihrte schlieflich zu der Idee eines neuen experimentellen Aufbaus mit gezielt diver-
genter Probenbeleuchtung. Damit kann moglicherweise die Streufunktion fiir eine
bestimmte Untergruppe der optisch transparenten Materialien ohne seperate Messungen
mit parallel einfallendem Licht bei verschiedenen Einfallswinkeln bestimmt werden.

Parallel zu diesen Arbeiten entstand ein Ray-Tracing-Programm fiir beliebige, spiegelnde,
zweidimensionale Strukturen, dafl sowohl die Simulation des Streuverhaltens einzelner,
spiegelnder LIM’s als auch eines ganzen MefRaufbaus erlaubt und somit ein sehr niitzliches
Hilfsmittel zur Kontrolle des entwickelten Auswerte-Formalismus darstellt.




1.) Die Klassifizierung optisch transparenter Materialien
iiber die charakteristische Streufunktion

- Zur Klassifizierung von optisch transparenten Materialien ergeben sich je nach Zielsetzung
mehrere Moglichkeiten. Vom Standpunkt der klassischen Optik wiirde man die Materiali-
en nach den makroskopischen Wechselwirkungen des Lichts mit Materie, die in ihnen
stattfinden, einteilen:

1. spiegelnde Systeme

2. brechende Systeme

3. beugende Systeme

Hinsichtlich des Einsatzes in Systemen zur Nutzung von Solarenergie ist die in der Einlei-
tung erwéhnte Einteilung der Materialien nach ihren Verwendungsmoglichkeiten in TIM-
und LIM-Klassen sinnvoll. (siehe oben)

Die mathematische Beschreibung der Streueigenschaften und der entwickelte Mef3daten-
Auswerte-Formalismus fiihrt jedoch zu einer anderen Klasseneinteilung:

Von Interesse ist die Reaktion des Materials auf elektromagnetische Strahlung im Wellen-
langenbereich von ca. 400 nm - 700 nm (sichtbarer Bereich des Sonnenspektrums), so dafl
die Beschreibung von Gesamtsystemen wie

Lampe - streuendes Material - Detektor
Sonne - streuendes Material - Wandflaeche / Absorber

mittels geometrischer Optik ein angemessenes Modell darstellt (Ndherung der geometri-
schen Optik: A << 1m). Dabei kénnen im Inneren der Materialien durchaus Streuvorginge
ablaufen, die nicht mit der geometrischen Optik beschreibbar sind. Entscheidend ist,dal3
die GroBe des gesamten Streuk6rpers, der charakterisiert werden soll, wesentlich gréfler als
die Wellenldnge des Lichts im relevanten Spektralbereich ist. Das allgemeinste Streuver-
halten eines Materials 1468t sich dann folgendermaflen beschreiben:

Ein Flichenelement dA;, an der Stelle X;, wird mit polarisiertem, inkohirentem Licht (Po-
larisationsrichtung P senkrecht oder parallel zur der von 7 und 7;, aufgespannten Einfalls-
ebene) der Wellenldnge A und Lichtintensitit Iy (Lichtleistung pro Raumwinkel dQ und
Flache) aus einer Richtung 7;, (beziiglich der lokalen Flichennormalen 7;,) bestrahlt.
Durch interne Streuung entsteht eine charakteristische Abstrahlung f(...) von Licht pro
Raumwinkel dQ auf der Materialoberfliche pro Flachenelement dA ,,; in die verschiede-
nen Raumrichtungen 7, (beziiglich der lokalen Flichennormalen 7;,,).

allgemeine, charakteristische Streufkt. =
= f({jzin’;‘in}’ {jcaus’?alts}’ {‘B’K} )

abgestrahlter - Lichtleistungsanteil - von - Iy - in- Richtung - ¥,

Flaechenelement - dAaus - Raumwinkel - d2

(Gl 1.1)




Dimension von f(...):

1

2
m -Sr

I—f‘({')%in’;.in}’ {iaus’;‘aus}’ {ﬁ’l} ) ] = (Gl 12)

Das allgemeinste, spektrale Streuverhalten wiirde eine Beschreibung mittels orts- und win-
kelabhédngiger Wellenldngenverteilung der gestreuten Strahlung erfordern. Die im interes-
santen Spektralbereich auftretenten Photonenenergien (im e V-Bereich) sind im wesentlich
aber nur mit elastischen oder quasi elastischen St:reuprozessen1 gekoppelt, die somit keine
oder nur vernachlédssigbare Frequenzinderungen der Strahlung bewirken. Dadurch ist die
spektrale Abhédngigkeit von der rdumlichen Abhédngigkeit des Streuverhaltens getrennt. So
kann der unten entwickelte Formalismus bei frequenzunabhédngigen Streumaterialien auf
spektral integrale Streudaten und bei frequenzabhidngigen Streumaterialen einzeln auf die
monochromatischen Streudaten angewendet werden.

Fiir die Abhidngigkeit der Streufunktion von der Polarisationsrichtung gilt dhnliches. Die
allgemeineste Formulierung miifte orts- und winkelabhidngige Anteile der Streufunktion in
Abhiéngigkeit von Polarisationsrichtungen parallel und senkrecht zur Ausfallsebene be-
riicksichtigen. Im praktischen Einsatz (Streuung von Sonnenlicht) interessiert aber nur die-
Streuung von unpolarisiertem Licht.

Damit ergibt sich eine effektive Streufunktion?, die nur von geometrischen Parametern ab-
héngt:

feff( {jcin’;.in}’ {-;Caus’;aus} )

lichtstreuendes Material

Ursprung

Abb. 1.1
Darstellung der allgemeinsten Streusituation

1. Die quasielastischen Streuprozesse sind Raman- und Brillouinstreuung, die eine Frequenzinderung von weniger als 1
Prozent bewirken. (siehe [Berg — 77)] ) Eine Ausnahme hiervon bilden die Fluoreszenzeffekte. Fiir Materialien in denen
solche Effekte eine Rolle spielen ist der hier entwickete Formalismus der charakteristischen Streufunktion nicht allge-
mein genug.

2. Im folgenden wird dieses feff wieder mir f bezeichnet.




Es ist zubeachten, daB fiir die netto Abstrahlung nach auBen nur die “konvexe Hiille” des
Kérpers mafigeblich ist. Dabei handelt es sich um die kleinste, den Streuk6rper umschlie-
Bende, virtuelle Fldche, deren gedachte emittierte Strahlung von ihr nicht reabsorbiert wird.

lichtstreuendes Material

Ursprung

Abb. 1.2
Die konvexe Hiille eines Streukdrpers

Diese oben eingefiihrte Streufunktion hat folgende Eigenschaft:
1.) gestreute - Strahlungsleistung - pro - Raumwinkel =

10 'f({iin’;‘in}’ {j\:lllts’}alts} ) (GL1.3)

Fiir nicht zu grofe Beleuchtungstirken ist die Intensitédt der gestreuten Strahlung propor-
tional der Intensitdt der einfallenden Strahlung. (Bereich der linearen Optik)

) 2’) feﬁ( {jcaus’;‘aus} )
J dFin ) _[ d'o'in f( {iin’;'in}’ {iaus’;‘aus} )
fn O (GL 1.4)
Fin ) ‘O‘[n o

Eine ortsabhéngige, divergente Beleuchtung1 eines ganzen Flachenstiicks F;, fiihrt zu ei-
ner effektiven Abstrahlung feff(...) der Streukdrper-Flache. Diese effektive Abstrahlung
setzt sich integral aus den Anteilen, die sich bei Einzel-Beleuchtung von kleinen Fldchen-
elementen dA;, ergeben, zusammen.

Die in Solarsysstemen eingesetzten Materialien sind quader- bzw. scheibenférmig und da-
mit geometrisch identisch mit ihrer “konvexen Hiille”. Fiir solche scheibenartigen Pro-
ben spaltet das Streuproblem in die beiden entkoppelten Fille der Reflexion und Transmis-

1. Fiir diesen Punkt ist die Inkohirenz der Lichtquelle entscheidend.




sion auf.1

Die Klassifikation der Materialien erfolgt nun iiber ausgezeichnete Symmetrien imStreu-
verhalten und die damit verbundene Reduktion der Freiheitsgrade der charakteristischen
Streufunktionen:

Das erste Klassifikationskriterium ist die Homogenitit des Streuers:

Ein homgenes Streumaterial reagiert auf gleiche Beleuchtung an unterschiedlichen Orten
X;, mit gleicher, entsprechend verschobener Abstrahlcharakteristik (siehe Abb. 1.3 und
Abb. 1.5). Die GroBe der Beleuchtungsfliche ist dabei so zuwihlen, dal} sie einen materi-
altypischen Bereich abdeckt. Dieser Bereich entspricht beispielsweise der Querschnittfla-
che von Kapillaren bei den Wabenmaterialien oder der projezierten Kugelfldche bei
Aerogelen.

Das zweite Klassifikationskriterium ist die “optische Dicke” des Streuers:

Ein optisch dickes Streumaterial strahlt durch innere Streuprozesse auch auf Flidchenteilen
ab, die der Beleuchtungsfliche nicht direkt gegeniiberliegen (siehe Abb. 1.4 und Abb 1.6).
Optisch diinn impliziert demgegeniiber eine lokale Koppelung der Streuprozesse: nur die
der Beleuchtungsfliche gegeniiberliegende Probenoberfliche emittiert gestreute Strah-
lung.

Das dritte Klassifikationskriterium ist die Dimension des Raums der notwendigen Ein-
fallsrichtungen 7;,,:

Im allgemeinen Fall ben&tigt man Einfallsrichtungen aus dem gesamten Beleuchtungs-
halbraum, um die komplette Information iiber das winkelabhidngige Streuverhalten des je-
weiligen Materials zu erhalten. Im folgenden wird dies der 3-dimensionale (3-dim) Fall
genannt. Eine mogliche Parametrisierung dieser Einfallsrichtungen erfolgt durch den Ho-
henwinkel 6 und den Azimutwinkel ¢ der Kugelkoordinaten.

Bei einigen Materialien mit ausgezeichneter Symmetrie (z.B. parallele Spiegelstrukturen)
enthilt das Streuverhalten fiir Einfallsrichtungen in einer ausgezeichneten Ebene implizit
die komplette Information fiir alle Einfallsrichtungen. Die gesamte Streufunktion 148t sich
dann durch geometrische Uberlegungen aus der “reduzierten Funktion errechnen. Im fol-
genden wird dies der 2-dimensionale (2-dim) Fall genannt. Eine mégliche Parametrisie-
rung dieser Einfallsrichtungen erfolgt durch den Polarwinkel 8 der Polarkoordinaten.

1. Alle weiteren Uberlegungen beziehen sich auf solche scheibenférmigen Proben, die durch zwei sich gegeniiberliegen-
de, planare Flichen begrenzt sind. Bis auf vernachlissigbare Randeffekte erfolgt die Abstrahlung des Materials auf diesen
beiden (moglicherweise virtuellen) Begrenzungsflichen. Im folgenden wird die Beleuchtungsfliche Reflexions- und die
ihr gegeniiberliegende Ebene Transmissionsfliche genannt.




Damit ergeben sich folgende Materialklassen mit zugehdrigen Streufunktionen:!

1.) homogenes, optisch diinnes Streumaterial

f() = fhf’m A duenn ( (eein’ (Pein) ’ {eaus’(Paus} ) ( GL 1.5 )

streueundes Material

i \:%:

einfallendes ™|
Licht L Licht L]

g : gestreutes

Abb. 1.3
homogenes, optisch diinnes Material

2.) homogenes, optisch dickes Streumaterial

f() = thlﬂAd[Ck ( (eg[n’ (Pg[n)’ {xauy ya[[g’ 0 (Paus} ) ( Gl 1.6 )

>
ais

streueundes Material

N

einfallendes ™} gestreutes L
Licht Licht |

Abb. 1.4
homogenes, optisch dickes Material

1. Hier sind nur die Abhéngigkeiten von f(...) fiir den allgemeinen 3-dim Fall aufgeschrieben. Die Abhiingigkeiten fiir
den 2-dim Fall erhilt man durch Ersatz von (8, ¢) gegen (8).

-10 -




3.) inhomogenes, optisch diinnes Streumaterial

f( . ) = finhom/\ duenn ({xein’ yein’eein’ (Pein}’ {eaus’(Paus} ) ( Gl 1.7 )

streueundes Material

einfallendes gestreutes
Licht Licht
Abb. 1.5

inhomogenes, optisch diinnes Material

4.) inhomogenes, optisch dickes Streumaterial

f() = finhnm/\ dick ( {xein’ yein’ee[n’ (Pein}’ {xaus’ Yaus eaus’(Paus} ) ( GL 1.3)

streueundes Material

einfallendes gestreutes
Licht Licht
Abb. 1.6

inhomogenes, optisch dickes Material

211 -




Xpie Yoin - Ortskoordinaten auf der Beleuchtungsflidche
0,0 Cuin - Kugelkoordinaten, die die Einfallsrichtung
der Probenbeleuchtung beschreiben
Xous Yaus - Ortskoordinaten auf der Transmissions- oder Reflexionsfliche
aus Puus Kugelkoordinaten, die die Ausfallsrichtung

der getreuten Strahlung beschreiben

Die meisten TIM’s und LIM’s kdnnen im obigen Sinne als homogen betrachtet werden.
Die von ihrer Ausdehnung dicken Materialien sind meistens auch als optisch dick (bis auf
spiegelnde Strukturen, die sich durch lokale Reflexionen optisch diinn verhalten), die von
ihrer Ausdehnung diinnen als optisch diinn zu klassifizieren. Mit welcher Streufunktion ein
bestimmtes Matrial charakterisiert wird, hangt aber nicht nur von seiner geometrischen
Struktur und den inneren Streuprozessen ab. Entscheidend ist auch der Anwendungsbe-
reich der Streufunktion:

Eine differenzierte Theorie des inneren Strahlungstransports wird zu einer einem homoge-
nen , optisch dicken Streumaterial zugeordneten Streufunktion fiihren, die experimentell zu
verifizieren ist. Im Hinblick auf Tageslichtsimulationsprogramme reicht die Beschreibung
als homogenes, optisch diinnes Material aber aus.

Die mit diesem Klassifikationsschema eingefiihrten Streufunktionen fiihren im allgemei-
nen zu einem komplexen, mathematischen Formalismus zur Beschreibung und Auswer-
tung der Streudaten eines Materials. Aus diesern Grund beschrinkt sich diese Arbeit auf
die Entwicklung einer Mef- und Auswerteprozedur fiir homogenes, optisch diinnes Streu-
material. Dieser Formalismus sollte aber grundsitzlich ohne groflere Schwierigkeiten auf
den Fall der optisch dicken Streuer {ibertragbar sein.

-12-




2.) Die allgemeine, beschreibende Gleichung eines Streuexperiments
mit homogenen, optisch diinnen Materialien

Nachdem in Kapitel 1 die charakteristische Streufunktion eingefiihrt wurde, soll hier der
Zusammenhang zwischen dieser einem homogenen, optisch diinnen Material zugeordne-
ten Streufunktion und den experimentell ermittelten Streudaten formuliert werden.

Beim naheliegendsten Verfahren zur Messung der winkelabhingigen Streufunktion be-
leuchtet man eine endliche Materialprobe mit parallelem und homogenem Licht unter ei-
nem bestimmten Einfallswinkel und mift fiir interessierende Ausfallswinkel die Intensitit
der gestreuten Strahlung mittels eines Detektors (z.B. Solarzelle). Diese MeBanordnung
fithrt aber zu experimentellen und konzeptionellen Schwierigkeiten:

1.) Die Parallelitit der einfallenden Strahlung
2.) Die gleichmiBige Probenausleuchtung
3.) Der endliche Abstand von Detektor zur Probe

Bei 1.) und 2.) handelt es sich um experimentelle Schwierigkeiten, deren Uberwindung
groferen technischen Aufwand bedarf.! Der endliche Abstand von Detektor zur Probe
stellt ein grundsitzliches Problem dar. Um die tatsdchliche Abstrahlung der Probe in eine
Richtung zu messen, miifite sich der Detektor im Unendlichen befinden. Anderenfalls
“sieht” der Detektor abgestrahltes Licht eines ganzen Winkelbereichs.

Ziel dieses Kapitels ist es, diese experimentellen Schwierigkeiten mathematisch exakt zu
formulieren und so den Zusammenhang zwischen der gesuchten charakteristischen Streu-
funktion f(...) 2und der gemessenen Streuleistung P (...) fiir reale Messbedingungen
darzustellen.

Dies erfolgt getrennt fiir den 2-dim bzw. 3-dim Fall in 4 Schritten:

1.) Berechne die Leistung, die eine endliche Fliche (Linie) A von einem infinitesimalen
Fliachenelement dF (Linienelement dL) mit vorgegebener Abstrahlcharakteristik emp-
fingt.

2.) Beriicksichtige, dafl dF (dL)als optisch diinner Streuer auf eine Einfallswinkelvertei-
lung div(8,,, 0, ) reagiert.

en

3.) Beriicksichtige, daf3 die Probenfliche F (Probenlinie L) ausgedehnt ist.

4.) Beschreibe zusitzlich die Ortsabhingigkeit der Einfallswinkelverteilung
div (9 , X, y) ) und der Beleuchtungsstidrke (bel (x, y)) auf der Probe.

ein’ (pein

1. Einzeln kann die Anforderungen nach Homogenitaet und Parallelitit der einfallenden Strahlung prinzipiell beliebig
gut erfiillt werden. Gleichzeitige ideale Homogenitat und Parallelitdt scheint aber aus theoretischen Griinden ausge-
schlossen zu sein. (Unschirfe-Relation fiir Photon Transversal-Impuls und Ortsposition auf der Probe) Diese theoretische
Grenze spielt aber praktisch keine Rolle.

2. Die Streufunktion fiir homogene, optisch diinne Materialien wird hier wieder mit f ohne Index bezeichnet.

-13-




2.1. Das 2-dim Problem

Im 2-dim Fall wird nur ein schmaler Streifen der Probe beleuchtet und alle Einfalls- und
Ausfallsrichtungen liegen in einer Ebene. Fiir die relevanten Grofen ergeben sich dann fol-
gende reduzierten Abhdngigkeiten:

eigentliche Streufunktion = f(eel.n, Gaus) (GL 2.1)
Einfallswinkelverteilung = div (8,;,%) (GlL22)
Probenbeleuchtungsstirke = bel (x) bzw. bel, (GL23)
Dimensionen: 1

[f(eein, Gaus)-l = (Gl 24)

. 1 -
[dzv(egin,x)] = (GL25)
[bel(x)] = % (GL 2.6)

2.1.1. Leistung pro dL, die die Linie A von Linienelement dL empfingt
(siehe dazu auch die Konsistenziiberlegung in Anhang A)

strahlendes
Probenelement dLL v
| Empfangsfliche A
Abb. 2.1
Leistung dL — A
deL —A (eei )
dal. — = beldL ) J’dQ 'f(eein’ eaus) = beldL ’ J’deaus 'f(eein’ eaus)
é1 é1
(GL27) -
dQ = de,, (GL2.3)

-14-




2.1.2 Leistung P, ., ;4 pro dL, die die Linie A durch Streuung der divergenten Einfalls-
strahlung empfingt

g

streuendes Empfangsfliche A
Probenelement dL

Abb.2.2
Leistung 4L — A durch Streuung

dp " p

T dL—> A .

G = bely - [0, [d8,,-div (8, 1) -£(8,,,,8,,) (GL29)
6, 0

2.1.3. Beriicksichtigung der Ausdehnung der Probe bei homogener Beleuchtung

Probenort x

Empfangsfliche A

streuende Probe L

bel (x)

Abb. 2.3
Leistung L — A durch Streuung
bei homogener Beleuchtung

PL'—>A=
L

deL—)A
LML a4 L2,
j ar.- —& (GL2.10)

Probe
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2.1.4 Beriicksichtigung der Ausdehnung der Probe bei inhomogener Beleuchtung

deL A
P, .= J dL - bel (x) - —L24

dr
LProbe
8, (x) n
= | drvve- [ as,,-[d8,, div (8,0 (8,8,
LProbe 61 (x) 0
(GL2.11)

Probenort x

Empfangsfliche A

streuende Probe L

bel (x)

Abb. 2.4
Leistung L — A durch Streuung
bei inhomogener Beleuchtung

Gleichung 2.11 bildet die Grundlage zur Berechnung der Leistung, die eine “Meflinie” A
von einer iiber f(0, , 6 ) charakterisierten streuenden Materialprobe L empfangt.

In einem konkreten MeBaufbau wird nun ein flacher Detektor bestimmter Neigung iiber
eine Mechanik um die streuende Probe gefiihrt und an n Positionen die Beleuchtungsstirke
auf dieser “Meflinie” gemessen.

Der Abstand und die Neigung des Detektors zur Probe flieRen indirekt iiber die Integrati-
onsgrenzen 6, (x) und 6, (x) in die Gleichung ein.

Der konkreten Probenausleuchtung wird iiber bel (x) und div (6,,,, x) Rechnung getra-
gen.

Vom Standpunkt dieser Gleichung stellt sich die Frage, wie durch einen bestimmten expe-
rimentellen Aufbau die Abhingigkeiten der freien Funktionen realisiert werden kdnnen, so
dal} eine einfache Struktur der beschreibenden Gleichung entsteht. Vereinfachung der
Struktur wiirde bedeuten, diese mehrdimensionale Integralgleichung auf eine niederdimen-
sionale Integralgleichung zu bringen. Im Idealfall hieBe das, alle Integrationen auszufiihren
und eine rein algebraische Gleichung zu erhalten, die die gesuchte Streufunktionen mit den
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Struktur wiirde bedeuten, diese mehrdimensionale Integralgleichung auf eine niederdimen-
sionale Integralgleichung zu bringen. Im Idealfall hieRe das, alle Integrationen auszufiihren
und eine rein algebraische Gleichung zu erhalten, die die gesuchte Streufunktionen mit den
MeBdaten verkniipft. Dies ist aber wie sich spiter zeigt fiir reale MeRaufbauten nicht oder
nur als Ndherung mdglich.

In Kapitel 3 werden die konkreten Ausdriicke fiir die Grenzwinkel 6 ; (x) und 62 (x), fiir
bel(x) und div (Gein, x) entwickelt, die sich fiir einen Ausfbau mit parallel inhomogener
Probenbeleuchtung ergeben. '

2.2. Das 3-dim Problem
Im 3-dim Fall wird die gesamte Probe beleuchtet und die Einfalls- und Ausfallsrichtungen

liegen im ganzen Raum. Fiir die relevanten Gréfen ergeben sich dann folgende Abhingig-
keiten:

eigentliche Streufunktion =f(6,, ,¢,,..0,,..¢,.) (Gl 2.12)
Einfallswinkelverteilung = div (Gein, ®,. %) (Gl 2.13)
Probenbeleuchtungsstireke = bel (x, y) (Gl 2.14)
Dimensionen:
1
(f(eein’ (pein’ eaus’ (paus)_l = 2 ( Gl. 2.15 )
m~ - sterad
. _ 1
fdzv (Gein, D% y)'| = (Gl 2.16)
Tbel (x,y)] = 22 (GL2.17)
m

Analog zum 2-dim Fall ist die von der Fldche A empfangene Strahlungsleistung:

PFﬁAz
a b 6 L)
= de- de bel(x,) Jdeaus- sin (0,,,) - Jdtpa,,s

-a -b 61 9,

/2 2n
) J deein ) Jd(pein -div (eein’ (pein’ X _)’) 'f(eein’ (Pein’ eaus’ (paus)
0 0
(G12.18)
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3.) Die moglichen MefBaufbauten mit zugehérigen Integralgleichungen

Die wesentlichen Komponenten eines Aufbaus zur Ermittlung der charakteristischen
Streufunktion sind:

1.) Die Lichtquelle und zugehorige Optik zur Beleuchtung der MeBprobe

2.) Die MeBprobe selbst

3.) Der Detektor zur Messung von Lichtintensitidten mit der zugehdrigen Mechanik, die ihn
auf definiertem Wege um die Probe fiihrt.

3.1 Parallele, inhomogene Probenbeleuchtung

3.1.1. Der realisierte MeBaufbau

- Die in diesem Abschnitt beschriebene MeBanordnung stellt den vorhandenen experimen-
tellen Aufbau dar. Abb. 3.1 zeigt die wichtigsten Komponenten des Experiments:

Halogenlampe Solarzelle

Blende

Detektorbahn

Abb. 3.1
Prinzipieller MeBaufbau
mit paralleler, inhomogener Beleuchtung

Eine Halogenlampe wird im Brennpunkt eines paraboloidférmigen Spiegels angebracht.
Die Parabelgeometrie 148t ein anndhernd paralleles Lichtbiindel entstehen. Die Inhomoge-
nitdt der Lichtleistung {iber dem Lichtkegelquerschnitt kann bei bekanntem Abstrahlver-
halten der Lampe theoretisch berechnet werden. Aus der Unkenntnis iiber die tatsédchliche
Beschaffenheit des eingesetzten Spiegels und der Abstrahlcharakteristik der Halogenlam-
pe empfiehlt sich jedoch eine Messung der Probenbeleuchtung. (siche Kapitel 6)

Als Detektor dient eine Silizium-Solarzelle (2cm x 2cm) mit wechselbarem Filtervorsatz,
die auf einer Kreisbahn mit Radius von 1 Meter (mit Mittelpunkt in der Probenmitte) um
die zu messende Probe bewegt wird. Die Solarzelle wird {iber eine Mechanik so ausgerich-
tet, daf eine in ihrer Mitte plazierte Flichennormale immer auf die Probenmitte zeigt.
(siehe Abb. 3.2) Gemessen wird der Solarzellen-KurzschluBstrom, der bei den auftreten-
den Beleuchtungsstérken (typischerweise 1 Watt pro Quadratmeter entspricht einem Kurz-
schluBstrom von 1 Milli-Ampere) in guter Ndherung proportional zur Lichtintensitat ist.
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Die Signalverarbeitung und Steuerung der Motoren erfolgt durch eine Unix-Workstation
gxfelet iiber einen VME- bzw. HPIB-Bus. (sieche Abb. 3.3) Weitere Details zum Aufbau
finden sich bei [Apian—90].
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Abb. 3.2
Gesamtizeichnung des mechanischen Aufbaus
der MeBapparatur
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Abb. 3.3
Schematischer Geswntschaltplan
fiir die Motorsteuerung und die Signalverarbeitung
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3.1.2. Die beschreibende Integralgleichung

Die in Kapitel 2 formulierte Gleichung wird nun fiir diesen speziellen MeRaufbau ausge-
wertet.

Die wichtigsten, im folgenden auftretenden Gréf3en:

b : halbe Probenbreite

. ¢ : halbe Solarzellenbreite

x : Position auf der Probe

r (8) : Abstand von der Solarzelle zur Probenmitte

r (6, x) : Abstand eines Probenelements an der Position x zur Detektormitte
6 : Winkel, der die Detektorposition festlegt

0 (6, x) : Winkel unter dem der Detektor ein Probenelement am Ort x sieht
91’ , (8) : Grenzwinkel unter der der Detektor an Position 6 die Probe sieht
4] 1,2 (0, x) : Grenzwinkel unter der ein Probenelement die Solarzelle sieht
Y1, (6, x) :Raumwinkel unter dem ein Probenelement die Solarzelle sieht
bel (x) : Beleuchtungsstirke am Probenort

div (6,,,, %) : Winkelverteilung der einfallenden Strahlen am Ort x

Zunichst ergibt sich aus der parallelen Probenbeleuchtung unter einem Winkel von 8,:

div(e,,,x) = 8(8, -6, (GL3.1)

ein’

d (...) ist Dirac‘sche Deltafunktion, die in diesem Fall ausdriickt, daB das einfallende Licht
nur unter einem bestimmten Winkel 8, auf die Probe féllt. Entsprechend liefert die Delta-
funktion nur einen Beitrag fiir 6, = 6, und ist fiir alle Winkel 6. # 6, gleich null.

Die Beleuchtungsstirke bel (x) wird wie oben erwihnt experimentell bestimmt (siehe un-
ten).

Fiir die Winkel unter denen der Detektor die Probenelemente sieht, gelten folgende
Beziehungen (Gl. 3.2 bis 3.10; siche Abbildung 3.4.):




Solarzelle

(0, 8)

Probe

Abb. 34
Raumwinkel:Solarzelle — Probe

sin® - ¥ (8) = sin -7 (6, 6) (GL3.2)
Aus dem Sinussatz angewendet auf das von den Seiten b, r (0) und 7 (0, 0, ,) gebildete
Dreieck folgt: ’
sin (B, ,) sin(m—0, ,) sin (6, )
L2 - 127 _ L2 (GL33)

b B r(0) T r(9)

Desweiteren folgt aus dem Sinussatz fiir das von den Seiten x, 7 (8) und 7 (6, 6) gebildete
Dreieck:

sin _ sin|6-6]  sin(6-6)

= Gl 34
r(6,0) || X ( )
- AuBerdem gilt:
61’2=6i[31,2 (GL35)
und damit
sin@l,2 = sin(ei[_’)l,z) (GL3.6)

Kombiniert man Gleichung Gl. 3.4 mit Gl. 3.5 unter Beriicksichtigung von
sin (ei[_’)l’z) = sin (6) - cos ([31,2) + (cos (6) - sin ([31'2)) (Gl 3.7)

und cos’B, , = 1—sin’p, , (Gl 3.8)

ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir sin ([31 ,) mit den Lésungen
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sin6

]sin(BLz)| = - (Gl 3.9)
r r
Jl F 25 cosf + ?
und damit unter Beriicksichtigung von Gl. 3.3 fiir sin (6, ,):
inf
Isin (8, ,)| = e (GL3.10)
Jl F 2?—0056 + b
r e

Fiir die Winkel unter denen die Probenelemente den Detektor sehen, gelten analog die fol-
genden Beziehungen ( Gl 3.11 bis 3.17 ;siehe Abbildung 3.5):

1 1T 11

Probe

Abb. 3.5
Raumwinkel: Probe — Solarzelle

T — T _
81=§—6+6und32=§+9_e (Gl 3.11)
T = 61’2+’Yl,2+81’2 (GL 3.12)
siny, , _ sind, , (GL3.13)

c 7(8,6)

Analog zu Gl. 3.5 ergibt die Kombination von Gl. 3.11 bis 3.13 eine quadratische Glei-
chung fiir siny, , mit der Lésung:
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cos (6 —0)

Isinyl’zl = - (Gl 3.14)
7(9,6 ~ 7(8,9
Jlin( ) sin @0y + (&9
c 2
c
Unter Verwendung von Gl. 3.2 erhélt man schlief3lich :
cos (6 — )
(smyl’zl - (GL 3.15)
0 *(6) sin6
J 4o (O8I0 gy + (&) 5in8,
¢ - sinB c- sinB
Man beachte, dafB sich fiir den Fall 6 = 6 Gl. 3.15 vereinfacht zu
. 1 A
[smyl’z[ E— (Gl 3.16)
re .’

1+ ( )

was konsistent ist mit den Gleichungen fiir das in diesem Fall rechtwinklige Dreieck mit
den Katheten r (0), ¢ und der Hypotenuse ¢/ (sinyy ,) -

Man erhilt dann fiir die Grenzwinkel 6 1 o unter denen ein Probenelement an der Position
x die Solarzelle sieht:

6,,=6(x0)F|1 (GL3.17)

Damit sind alle GroBen zur Auswertung fiir Gl. 2.11 bekannt:

B, (0.
P (8) = de-bel(x)- | ae,, Jde Ldiv(8,,,x) -f(8,,,0,)
Lprove 8;(8,%)
b (8(x8) +|7,))
= Jar-vern- | de,,-[d8,, 5(6,,-0,) (6,,8,,)
b (6(x8) ~ 7D

Die Deltafunktion kann ausgewertet werden, da immer 90 e [0,7] gilt:

b (8(x,8) +[1,)) |
= Jax-bel@ - [ 8, f(8,8,,) (GL3.18)
b (8(x8) ~ 1)
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Da die Detektorausdehnung c sehr klein gegeniiber dem Abstand r (0) ist, ergeben sich
sehr kleine Werte fiir |'yl 21. Bei den oben genannten Dimensionen des MeBaufbaus gilt:

Daher kann die Integration iiber d6 ,  genihert werden:!

b

PLoyia(®) = [dr-bel@)- (v +[n) F(8,8(8) (GL3.19)

b

Fiir die spdtere Auswertung der Integralgleichung ist es wichtig , die Integrationsvariable
an die im Argument von f(...) auftretende Variable 0 (x, 6) anzupassen. Dazu ist eine
. Transformation der Integrationsvariablen notig. Den Zusammenhang zwischen 6 und x

liefert Gl. 3.4:

r(8,x)

x(6,8) = sin(6-0) - e

und damit erhélt man durch Verwendung von GI. 3.2 :

— — (6
£(6,8) = sin(@-0) .
sin®
Damit folgt fiir die Ableitung nach
& _ o) cos (6 - 6) - sin — (sin (8- 6) - cosB)
— == . —
dao (sin®)*

Uber die Additionstheoreme
sin (a0 —B) = sino - cosP — (cosa, - sinf)
und
cos (ot —PB) = cosa- cosP+ sino - sinf
der trigonometrischen Funktionen zeigt man

cos (6 —06) - sinf— (sin (8 —6) - cosB) = ... = sinb

(Gl 3.20)

(Gl13.21)

(Gl.3.22)

(Gl.3.23)

(Gl.3.24)

1. Trotz der Integralnaherung wird auch in Zukunft das Gleichheitszeichen verwendet, da der Fehler vernachlissigbar ist.
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Damit ergibt sich folgende Transformation fiir die Koordinatendifferentiale:

57 (0) (GL3.25)

-und daraus schlieflich die vollstindige Integralgleichung mit transformierter Integrations-
variable 8 und Integrationsgrenzen 6, , () :

6,(6)
_ — in® _ _ _
Prora(® = [ dB-bel(x(8.8)) - ——r(®) - (v, (8,8 +[1,®,®)] %, B
0,(6) (sin®)
(Gl 3.26)

Man beachte, daf} diese Gleichung fiir alle méglichen Wege ( parametrisiert durch r (8) )
eines flachen Detektors um eine Probe giiltig ist, sofern nur seine Ausdehnung klein ist ver-
glichen mit dem Abstand zur Probe und seine Normale bei jeder Mefposition auf die Pro-
benmitte zeigt.

Durch die parallele Beleuchtung und die diese beschreibende Deltafunktion wurde Gl. 3.2
um eine Integration reduziert und eine Entkopplung der Streufunktionen fiir verschiedene
Einfallswinkel erreicht (bei der charakteristischen Streufunktion taucht 0, nur noch als du-
erer Parameter auf). Die zweite Reduktion des Integrals erfolgte durch die Niherung der
Integration tiber den Detektorraumwinkel. Die noch verbleibende Integration beschreibt
den EinfluB} des endlichen Raumwinkels unter dem der Detektor die Probe bedingt durch
seinen nicht unendlichen Abstand zu dieser sieht. Experimentell konnte dieser Einfluff nur
durch ein grolen Abstand des Detektors zur Probe reduziert werden, was praktisch zu gro-
en, unhandlichen Aufbauten fiihren wiirde.

3.1.3. Interpretation der Integralgleichung

Die anschauliche Interpretation dieser Gleichung ist die folgende:

Ein MefBsignal bei einer Detektorposition 8 resultiert nicht nur durch Strahlung, die die
einzelnen Probenelemente in Richtung 6 abstrahlen. Tatsdchlich emfpingt der Detektor
nur von der Probenmitte abgestrahltes Licht des Winkels 6. Von allen anderen Probentei-
len erreicht den Detektor nur Strahlung unter anderen Winkeln. Der entsprechende Win-
kelbereich variiert gerade zwischen 8, (6) und 6, (8). Die Gleichung 3.17 beschreibt,
wie sich das gemessene Signal additiv aus den Einzelabstrahlungen in diesem Winkelbe-
reich zusammen setzt.

Der Integralkern wichtet die Einzelanteile:
1) bel (x(8,6))
Der erste Wichtungsfaktor ist die Probenbeleuchtung. Da jeder Probenort direkt mit einem

entsprechenden Abstrahlwinkel zum Detektor gekoppelt ist, mufl dementsprechend auch
die Abstrahlrichtung mit der Abstrahlintensitiit dieses Probenortes gewichtet werden. An
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dieser Stelle flieBt mafigeblich ein, daf es sich um optisch diinnes Streumaterial handelt,
so daB die Abstrahlintensitit direkt proportional zur Beleuchtungstiirke am entsprechenden
Probenort ist.

sin@
2.) —=37r (6)
© (sinB)

Der zweite Faktor wichtet die Winkel nach den Anteilen der Probe, die Licht in einem Win-
kelbereich zwischen 8 und 6 + d8 in Richtung des Detektors senden. Je niher der Winkel
~ an 1t/2 heranriickt (d. h. der Verbindungsstrahl zwischen Detektor und Probenstiick steht
senkrecht auf der Probe), um so kleiner wird der zugehérige Gewichtsfaktor. Entsprechend
divergiert der Anteil fiir Strahlen deren Winkel in die Nihe von O bzw. 7t riickt.

Detektor

Probe

Abb. 3.6
Darstellung der Probenanteile,
die in gleich groBen Raumwinkelbereichen liegen

3) v, (8,8)| +|v,(8,8)]

Die bisherigen Faktoren lieBen die Gré8e und Ausrichtung des Detektors unberticksichtigt.
Diesem Punkt wird durch das Gewicht ‘yl (6, 6)! + 172 (0, 9)| Rechnung getragen. Dies
ist der Raumwinkel unter dem ein Probenelement den Detektor aufgrund seiner Neigung
und Gréf3e sieht. Die in diesem Zusammenhang durchgefiihrte Integralniiherung bedeutet
physikalisch, daf sich die Abstrahlung des Probenstiicks in diesem Winkelbereich nicht
dndert.

Die Integrationgrenzen tragen der endlichen Probenausdehnung Rechnung, die zu einem
endlichen Raumwinkelbereich fiihrt, unter dem der Detektor die Probe sieht.. Man beachte
das Konvergenzverhalten:

lim6, ,(0) =0 (GL.3.27)
r—ye O
Dies spiegelt den oben beschriebenen Sachverhalt wieder, daB fiir grofe Abstinde der De-

. tektor die Probe unter einem immer kleineren Raumwinkelbereich sieht. Im Grenzfall nur
noch unter dem Winkel der seiner Position zur Probe entspricht.
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Darstellung der Integral-Kernfunktionen fiir verschiedene Detektorradien

= 100cm
b = l6cm
Abb. 3.7
r= 16cm
b = 16¢cm
Abb. 3.8

r= 10cm
b = 16¢m
Abb.3.9
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In Abb 3.7 ist die gesamte dem realisierten Aufbau zugeordnete Kernfunktion unter Be-
riicksichtigung der Integrationsgrenzen dargestellt. © und 6 variieren dabei im Bereich von
- Obis . Abb. 3.8 und 3.9 zeigen die Kernfunktion fiir hypothetische Aufbauten mit anderen
MeBradien. In Abb. 3.8 ist der Detektorradius so gro wie die halbe Probebreite. Daraus
resultiert, daB3 die Solarzelle die Probe an jeder Position unter einem Winkel von 7t/2 sieht.
Dies entspricht dem Sachverhalt, den der Satz von Thales beschreibt. (siehe das “Gebirge”
konstanter Breite in Abb. 3.8) Der Detektorradius in Abb. 3.9 ist kleiner als die halbe Pro-
benbreite. Zusitzlich zu dem Sichtwinkel /2 an jeder MeBposition empfingt die Solar-
zellenriickseite in einem bestimmten Bereich noch Strahlung von Probenteilen auBerhalb
des Mefradius.

3.1.4. Zusammenfassung

Die beschreibenden Gleichungen fiir einen Mefaufbau mit parallel, inhomogener Beleuch-
tung homogener, optischer Materialien fiir den 2-dim Fall sind:!

6, (6)

Pg (0) = f d8-¢(6,8) -f, () (GL3.28)
8,(9)

— — in6 — —
8(0,8) = bel (x(6,8)) - ——— -7 (8) - (|y, (6,8)| +|1,(6,8))

(sinB)
c0s (6—0
|sinyl’2] = cos ( )
r(0)sin® - r(0) sin® 2
]..‘tz——-_—-—-::—Sln (9—9) + ('—'—'—“—-:")
c- sin® c-sinB
in®
|sin (8, ,)| = S
e b b?
1:F2—j——-——COSG+ ——*—————5
r(6) (r(8))

Damit ist die mit einem Detektor gemessenen Streuleistung {iber eine Integralgleichung
mit der charateristischen Streufunktion verkniipft. Es ist zu beachten, daB diese Beschrei-
- bung ein winkelabhingiges Detektionsverhalten der MefBzelle als auch Nicht-Linearititen
der Auswerteelektronik ( Verstirker, Analogdigitalwandler ... ) unberiicksichtigt 148t. Soll-
te dies bei realisierten Aufbauten einen maBgebliche Rolle spielen, sind entsprechende
Korrekturterme einzufiigen.

Das Problem der Bestimmung der Streufunktion aus den Streudaten ist damit auf die Ent-
wicklung eines stabilen, mathematischen Auswerteverfahren dieser Integralgleichung
zuriickgefiihrt.

1. P, _, , 4 wird in den weiteren Kapiteln immer nur noch mit P bezeichnet.
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3.2. MefBaufbau mit nicht paralleler Probenbeleuchtung

Der in 3.1. eingefiihrte MeBaufbau mit paralleler, inhomogener Beleuchtung ist der nahe-
liegendeste Aufbau zur Bestimmung der charakteristischen Streufunktion. Dieser Aufbau
fiihrte durch die die parallele Beleuchtung beschreibende Deltafunktion zu einer Entkopp-
lung der Gleichungen fiir verschiedenen Einfallswinkel. Da aber die oben eingefiihrten
Gleichungen eine Beriicksichtigung von divergenter Beleuchtung erlauben, entstand die
Idee fiir alternative MeBaufbauten, die zu einer berechenbaren Strahldivergenz fiihren.

" Denkbar sind im wesentlichen Aufbauten, die dann zu folgenden div (8, x) Funktionen
und den damit verbundenen Ausdriicken fiir die gemessene Leistung fiihren (nach Glei-
chung 2.11):

1.) Punktftrmige Lichtquelle mit isotroper Abstrahlung in definiertem Abstand d zur Pro-
be

Solarzelle

Blende

Halogenlampe

Detektorbahn

Abb. 3.7
MeBaufbau mit gezielt divergenter,
inhomogener Beleuchtung

x (6, ) n

div (8,x) = 8(8,; +arctan ( ) =3) (GL3.29)
e 6,8
T x(6,0)
p(®) = [ dxbel@) - | 48, f(5—arcan(—2),8,,)
LProhe él(x)
(GL3.30)
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2.) Diffuse Lichtquelle direkt vor der Probe mit be! (x) = bel, = const

Solarzelle

Blende

Lampe o

Ulbricht-Kugel Detektorbahn

Abb. 3.7
MeBaufbau mit diffuser, homogener Beleuchtung

div(8,x) = div, = const (GL.3.31)
éz(x) T
P(O) = bely-divg- | dx- [ a0, [d0,;, £(8,,0,,)
L 0

Probe 61 (x)

(Gl.3.32)

Inwieweit die diese Aufbauten beschreibenden Gleichungen die charakteristische Streu-
funktion noch eineindeutig auf die MeBwerte abbbilden, muf an dieser Stelle offen blei-
ben. Jedoch stellt die mogliche Aussicht, aus einer diffus-direkt Messung bei geniigend
feiner Rasterung der Mefpositionen die volle Information des winkelabhingigen Streuver-
haltens zuriickzurechnen, eine reizvolle Idee dar. Um dies zu kliren, ist aber eine einge-
hendere Analyse des Problems notwendig.




4.) Aspekte der beschreibenden Integralgleichung

hinsichtlich moglicher Losungsansitze

4.1 Beziehung zwischen Volterrascher und Fredholmscher Integralgleichung

Ausgangspunkt der Untersuchung ist die Integralgleichung 3.28 :

8,(0)

P(6) = J 48 - g (8,8) -£(9) (Gl 4.1)
6, (8)

Hierbei handelt es sich um eine eindimensionale Volterrasche Integralgleichung erster Art.
Die Aufgabe bei derartigen Integralgleichungen besteht in der Bestimmung der unbekann-
- ten Funktion f(8) aus den bekannten Funktionen p (6) und der Kernfunktion g (6, 6)
unter Berticksichtigung der Integrationsgrenzen 61’ , (0) . Integralgleichung erster Art be-
deutet, daf die gesuchte Funktion f(6) nur im Integral erscheint. Im Gegensatz dazu tritt
bei Integralgleichungen zweiter Art die gesuchte Funktion sowohl im Integral als auch au-
Berhalb desselben auf [Bronstein] . Die Volterrasche Integralgleichung mit variablen In-
tegralgrenzen ist dquivalent zu einer Fredholmschen Gleichung mit festen Integralgrenzen
und modifizierter Kernfunktion:

P(8) = fdé-gr(e, 8) - £(8) (GL42)
0
mit £(6,8) = Q(6,(0),6,(0),6) -g(8,6) (Gl 43)

Dabei hat Q (g, b, 8) folgende Eigenschaft:
Q(a,b,0) = (Gl 4.4)

4.2 Das zugeordnete diskrete Problem

Die obige Gleichung kann durch Anwendung von numerischen Integrationsmethoden dis-
kretisiert werden. Dabei wird das Integral durch eine Summe ersetzt. Bekannte Niherungs-
verfahren sind die Trapezregel, Keplersche FaBregel und die Simpsonsche Regel. Diese
Verfahren ersetzen die zu integrierende Funktion durch Stiicke von integrierbaren Fitfunk-
tionen (Geradenstiicke bei der Trapezregel, Parabelstiicke bei der Kepler- und Simpsonre-
gel), die an eine endliche Zahl von Stiitzstellen angepaBt werden [dtv —math] .
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Im Folgenden wird die Trapezregel verwendet.

b
fax-ren =2 2 C;-F(x) (GL4.5)

i=1

1 fiirir-lundi=nf
Ci=4 2 (Gl 4.6)
1 fﬁr1<iundi<nf

Diskretisiert wird die Ausgangsgleichung sowohl durch die Integralndherung als auch
durch die endliche Zahl von diskreten MeBwerten. Damit sind folgende Rasterparameter
notwendig:

n.: die Anzahl Stiitzstellen von f (6)
n,: die Anzahl der Detektorpositionen und damit verkniipften MeBwerten

S [l,n ] : Laufindex fiir die Stiitzstellen von ()
te [Ln, ] Laufindex fiir die Detektorpositionen
Die Winkelrasterung wird dquidistant gewihlt: 1

= -1 8= (-1 (GL47)
- ‘_(nl—l) o

fo = f(8)) P,=P(®) 2,=28(6,6) (Gl 4.8)

Die diskrete Integralgleichung hat dann folgende Gestalt:

)'lf nf
= Zél,s.cs.fsz ZGS,I'fS (Gl.4.9)
s=1 s=1
mit E;s,t = ét,s'c,' (GL4.10)
Vektorielle Schreibweise: 2
P=G-f (GL 4.11)

1 Neben der iguidistanten Winkelunterteilung sind auch noch andere Raster denkbar. Eine Rasterung des Detektorwin-
kels @, die den vom Detektor aus gesehenen Raumwinkel der Probe beriicksichtigt, ist sicherlich sinnvoll.
2. Symbole fiir Matrizen werden in den Gleichungen immer fett gedruckt




4.1.3 Das Testverfahren der Losungsansitze

Ubersicht des Testverfahrens
1‘) J}theo
2.) Pideal~theo =G 'J-Etheo
3) Preal—-theo = Pideal—theo+AP
4.)  Matrixinversion  Least-Square Regularisierung
J}kor
5) Pkor = G 'J}kor
6.) Vergleich
Preal— theo € Pkor .ﬁheo (_)J}kor

Als Modellbeispiel dient die in Kapitel 3 entwickelte Integralgleichung 3.28 mit zugehori-
ger Kernfunktion. Fiir den Test der Losungsansitze wird nachfolgendes Schema verwen-
det.:

1.) Man gibt sich ein bestimmtes charakteristisches Streuverhalten, beschrieben durch
ftheo» vOI. Ausgezeichnete Streucharakteristiken ergeben sich fiir isotrop bzw. nicht streun-
dendes Material. Sie werden mathematisch folgendermaBen beschrieben:
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Isotrop-Streuer - isotrop streuendes Material (siche Abb. 4.2)

1
. 1 — 1
f=—- bzw. f(0) = = (Gl 4.12)
n T
f |1
1
Delta-Streuer - nicht streuendes Material (siche Abb. 4.1)
o
f=11 bzw. £(8) = 8(6—6y) (Gl. 4.13)
0

Spezielle Wahl fiir die Testdaten: 6, = n/2

- 2.) Daraus berechnen sich iiber G1.4.7 theoretische, “ideale Mef3werte” ﬁideal— theo
(siche Abb. 4.3 und 4.4)

3.) Man adgl\iert zu den theoretischen “MefBwerten” einen statistischen MeBfehler AP .
und erhélt P,,,;_ 400 - Als Fehlermodell wird ein normalverteilter, absoluter Fehler ange-
nommen.. Die Standardabweichung des Fehlermodells kann dabei variert werden. Die ver-
wendung eines relativen Fehlers ist unangemessen, da die theoretisch generierten Werte
Pideal - theo» die null sind, sonst fehlerfrei wiren. Aus der Dichte-Formel der GauB3vertei-
lung erhiélt man fiir die Fehler :

AP (z;) =6 ,/~2-In(z,) (Gl 4.14)

z; : gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall (0, 1)
o : Standardabweichung

(siche Abb. 4.5 und 4.6; mit ¢ = 0.0005)

4.) Auf die theoretischen “realen MeBwerte” P,,,;_ 4., Wendet man das jeweilige Inver-
tierungsverfahren an und erhilt £, ..

5.) Die korrigierten Werte f,“,, kann man nun wieder iiber G auf Messwerte P korumrech-
nen. Diese sind natiirlich nicht notwendigerweise identisch mit P real — theo» da die Invertie-
rungsverfahren (d.h. der zugehdrigen Abbildung) nicht unbedingt Bijektionen darstellen.

6 ) Bei einem sinnvollen Invertierungsverfahren sollte sowohl eine gute Ubereinstimmung
zwischen P,eal theo und Pko, als auch f,,,, und f,m, bestehen. Auferdem muf} diese
Ubereinstimmung eine “gewisse Stabilitit” gegeniiber der Variation des Fehlers AP auf-
weisen.
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5.) Die verschiedenen Ansitze zur Losung
einer Fredholmschen Integralgleichung

Die Beschreibung des Zusammenhangs zwischen gemessenen Streudaten und der tatsichli-
chen Streufunktion fiihrte, wie in Kapitel 3 gesehen, zu einer Integralgleichung. Ein wesentli-
cher Teil der Arbeit bestand in der Suche nach einem geeigneten Auswerteverfahren dieser
Gleichung. Im folgenden sollen die erfolglosen Lésungsansitze, die aber wesentlich zum Ver-
stindnis des Problems beitrugen, dargestellt wereden. Daraus folgte schlieBlich die Erkennt-
nis, dafl es sich hier um ein “schlecht gestelltes Problem” handelt, dessen angemessene
Behandlung Regularisierungsmethoden erfordert.

Ubersicht der Lésungsansitze

T
P(8) = [d6-5(8.8) -/(§)
@

= [ dB-5(6.8) 7§
8, (8)

1%

[}
Gt
’\,’

'

Regularisierungs- Verfahren (Kap. 4.2.4)

nfSnP

-]

'/" f= ((~}T(§+7H) .GTﬁ
H=..

Y= ..

Regul.-Parameter “Gldttungsmal”
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~ 5.1 Versuch einer analytischen Losung - Volterras Fehler

Der erste Ansatz bestand in einem Versuch, diese Gleichung analytisch zu 16sen. Eigene

Versuche, die Gleichung durch Differentition auf eine gewohnliche Differentialgleichung
zuriickzufii_hren, scheiterten untere anderem an der Nichtseparierbarkeit der Kernfunktion,
d. h. g (6, 0) kann nicht als Produkt £1(8) - g, (8) geschrieben werden.

In der Literatur findet man neben Arbeiten von E. Schmidt, Hilbert und Kellog vor allem
bei Volterra Integralgleichungen erster Art behandelt (siehe [Hilbert], [Kelo —02]
und. [Volterra] ). Volterra gibt fiir folgende der obigen dquivalenten Gleichung 1

o) = [db-K@E) u) (GL5.1)
£
eine Losung an:
u() =2 faeu@) = L3 0@ ) (GL52)
0 i=0
und
O(x) = Jdé-u(é) =Y o (GL5.3)
16 n=0
Die f; (x) erhilt man aus
X=fH s f) =0 fF®) =£f)... (GL54)

Die ©, (x) aus der Rekursionsformel

. > a
0,0 = 2, Jdé-K(l S N O

K (x,x) x,x) 9t
£
mit
Oy(x) = 1?9(7(?)2)“ (Gl 5.6)

Die Beweisidee besteht im Zuriickfiihren der Integralgleichung erster Art fiir u (&) auf
eine Integralgleichung zweiter Art fiir © (E) (GL. 5.7), die sich iterativ 16sen 1Bt (Uber
Picardsches Iterationsverfahren). Uber Gl. 5.2 erhilt man dann aus der Losung fiir © (&)
durch Differentiation die Losung fiir u (£) .

1. In Kapitel 5.1 werden die von Volterra verwendeten Variablenbezeichnungen benutzt.
Fiir die weiteren mathematischen Bedingungen an die auftretenden Funktionen siehe [Volterra).
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Ausgangspunkt fiir Volterras Beweis ist daher die Aquivalenz von Gl. 5.1 und 5.3 zu:

)<
@ (x) =K(x,x)-@(x)—[JdE_, gg&) O (8) (Gl 5.7)
S (x)

Formt man jedoch GI. 4.3 durch partielle Integration um, ergibt sich unter Verwendung der

" Bezeichnung fiir das Integral

i (x) =Jd5c'-u(i) (GL.5.8)

folgender Ausdruck:

_ _ X aK X, ~
0(x) = K(,x) -u(x) = (K(x,f(x))-u(f(x))) - f dé-———é—%—@—-u(é)J
\/ (%)

oK
:K(x,x)-@(x)—[J.dﬁ (Eﬁ) -0 (&)
S (%)

+L7(f(x))~(K(x,x)—-K(x,f(X)))—(J dg - (2@ (f(é))]
f()

j . K £)

=(P(X)+ﬁ(f(X))-(K(x,X)—K(x,f(X)))—{ 9 t(f(&))}

f(x)

= ¢ (0 +AF)) - j dE - K(Eé)~—[fjd& aK(zé) t(f(&))j

f(x) (x)
X a B _
=0+ [ de (Eg) @) T (FE))) (Gl 5.9)

fx)

Das heift, um die oben geforderte Aquivalenz zu erreichen, muB fiir alle x gelten:

—5r - @) ~EF©))) =0 (GL.5.10)

. Dies ist aber sicherlich nicht fiir beliebige Kernfunktionen K (x, £) und beliebige Funktio-

nen f(x) ,die die Integrationsgrenze festlegen, erfiillt. Sicherlich aber immer fiir
f(x) = const.
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Gegenbeispiel:

K(x, &) =x-Eund @ (x) :;i-(x3—(f(x))3) (GL 5.11)

D.h. die bekannte Losung ist:

(= (FON Y (GL 5.12)

u(x) = xunddamit © (x) =

(ST

Gemail Gl. 5.7 miifte sich damit ergeben:

X

e =2 (- (= F)H) = | [ g xe (5 €= (@)

e
4 2 2 . 3 o
:%_x (’;(x)) + 2 (2’?.(?) +x- jd&-(f(g))z (GL 5.13)

f(x)

Wihlt man zum Beispiel f(x) = x> wihlt, erhilt man

) x-Fa)? 2 x (F)]
¢ ) =5~ 2 to 3t s 33

(Gl 5.14)

Dies kann nicht dquvalent zu GI. 5.11 sein, da in Gl . 5.14 Potenzen von x groBer als 7 auf-
freten.

Wihlt man jedoch f(x) = ¢ erhilt man:

fatrm)?

. 3 2, 2 Yy 3
o (x) :% L F F(x)) X F)? x (F()

2 2.3 2 2
- FOH (GL 5.15)

W =

was GL 5.11 entspricht. Volterras Losung ist also nur richtig fiir f(x) = const und liBt
sich damit nicht auf das Ausgangsproblem anwenden. Es ist allerdings zu bemerken, daf
durchaus MefBaufbauten vorstellbar sind, die eine Integralgrenze, d.h. den Winkel unter
dem einer der beiden Probenrinder den Detektor sieht, konstant lassen. (zum Beispiel bei
einer Bewegung der Mefzelle geradlinig auf einen Probenrand zu)

Die weitere Ausarbeitung wird jedoch zeigen, daB3 selbst eine bekannte, analytische Lo-
sung nur fiir das rein mathematische Problem relevant ist und fiir die physikalischen, fehl-
erbehafteten Meflwerte kein geeignetes Auswerteverfahren darstellt.




5.2 Die Losungsansiitze des zugeordneten diskreten Problems
5.2.1 Matrixinversion

Der erste Losungsansatz fiir das zugeordnete diskrete Problem bestand darin, die Vektor-
gleichung durch Invertierung von G zu 18sen, Die Gleichung kann nur dann im mathema-
tischen Sinn eindeutig gelost werden, wenn G Hochstrang hat, d.h. wenn die Zeilen- oder
Spaltenvektoren der Matrix linearunabhingig sind. Dies ist im Modellproblem erfiillt. G
hat quasi Diagonal-Struktur. (siche Kap. 3 Abb. 3.7) Dabei muB natiirlich ne = np gelten.

Als Lésung von Gl. 4.11 erhilt man:!

kY -~ —1 —
f=G P (Gl 5.16)
Dazu wurde ein Programm zur Matrixinvertierung nach dem Gaufalgorithmus erstellt. Auf

einer Unix-Workstation der Reihe HP-700 ergaben sich fiir Matrixinvertierung der
schwachbesetzten Matrix des Modellproblems folgende Rechenzeiten :

Matrixgrofle Rechenzeit
10x10 0,4 sec
50x50 2,2 sec
100x100 2,8 sec
500x500 310 sec
1200x1200 2h 45 min

Die fiir das Modellproblem nétige Winkelrasterung von typischerweise einem Grad fiihrt
zu 180x180 Matrizen. Die Rechenzeit stellt damit kein Problem dar. Leider ist dieses Lo-
sungsverfahrenverfahren trotzdem véllig ungeeignet.

Ein nur geringfiigiges Verwackeln der generierten Medaten bewirkt eine drastische An-
derung der zuriickgerechneten Streufunktion. Die vorgegebene Streufunktion £, ist
schon bei ganz kleinem statistischen Fehler in den korrigierten Daten nicht wiederzuerken-
nen. (siehe Abb. 5.2, 5.4 und 5.6 fiir die Korrektur des Delta-Streuers und Abb. 5.8, 5.10
und 5.12 fiir die Korrektur des Isotrop-Streuers) Es treten sogar negative Werte auf , die fiir
das zugrundeliegende physikalische Problem von vornherein auszuschlieBen sind.

Dieses Invertierungsverfahren zeigt ein “quasi chaotisches” Verhalten: “Kleinste Ursa-
chen” fithren zu “grofen Wirkungen”. Interessanterweise findet man bei den so korrigier-
ten Werte f;,, immer eine dhnliche Struktur. (vergleiche Abb. 5.6 mit Abb. 5.12)

Eine Erklidrung dieser Instabilitdten erfolgt analog zu der im néchsten Abschnitt gegebenen
fir die Pseudo-Inverse. (Fiir quadratische Matrizen ist die inverse Matrix gleich der Pseu-
do-Inversen; siehe Gl. 5.39)

Man beachte, da3 bei diesem Verfahren ]—Sreal—lheo mit dem zurlickgerechneten 1_5,(0, bis
auf rechnerbedingte Rundungsfehler exakt iibereinstimmt.

Die erste Idee zur Stabilisierung dieses Verfahrens bestand in der “Invertierung” mit der
Nebenbedingung, dafl die Losung nur positiv ist. Der Ansatz dabei war, die diskrete Aus-

1. Zur Vermeidung einer uniibersichtlichen Indizierung wird fkor in den auftretenden Gleichungen nur mit f bezeichnet
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gangsgleichung
P=G-f - (GL5.17)

als Darstellung des Vektors P in der von den Spaltenvektoren von G gebildeten Basis auf-
zufassen. Damit also:

P = b,-f, mit by, = G, (GL 5.18)

P soll nun in der b - Basis so dargestellt werden, daB sich nur positive Koeffizienten f
ergeben und ein Restvektor AP minimiert wird.
Also:

P =b;-f,”+AP (GL5.19)

Da der Restvektor wegen der Minimalbedingung senkrecht auf den Bk steht, folgt:

bj-P =b;-by (GL.5.20)
und damit: e 1 . .
£ = (bj-by) - (B P) (GL.520)
1% =0 (GL5.21)
mit L
Jke {nne {1,...,nf}A((G -P) >0) } (Gl 5.22)
le {nlne {L.on} A ((G-P))<0} (Gl 523)

Dadurch konnten die physikalisch sinnlosen, negativen Koeffizieneten in den Losungen
vermieden werden. Trotzdem blieb das Verfahren instabil gegeniiber geringen Verwack-
lungen.

Weitere Ideen gingen dahin, aus dieser immer wieder auftretenden Struktur die gesuchten
Werte durch Uberlagerung mehrerer korrigierter Datensitze zu extrahieren, was aber er-
folglos blieb. Detaillierte Untersuchungen in dieser Richtung bediirfen der eingehenden
Analyse der linearen Abbildung, die durch die inverse Matrix beschrieben wird.

Da bei realen MefBdaten immer ein MeBfehler vorliegt, stellt das Zuriickrechnen durch Ma-
trixinversion kein brauchbares Auswerteverfahren dar.
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Korrektur der Delta-Streuer-Daten durch inverse Matrix

EY

Preal—-lhea .)}kar
o = 0.000
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0.02 |- P — 1 - -
0.015 p- — 0.5 |~ -
0.01 |= - 0
0.005 f — -0.5 = -
I — e -1 —
0.005 1 1 1 ! | 1 s ! ! 1 1 I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
theta theta
Abbildung 5.1 Abbildung 5.2
3 .
real—theo f
kor
o = 0.001
0.025 I T T T T T 1.5 T I T I T I
0.02 f= — - 1
0.015 [~ - 0.5
0.01 pm= u— 0
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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Abbildung 5..3 Abbildung 5.4
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Abbildung 5.5 Abbildung 5.6
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Korrektur der Isotrop-Streuer-Daten durch inverse Matrix

Y
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5.2.2 Pseudoinverse - Least Square Losung

Der zweite Losungsansatz besteht in der Idee, das Gleichungssystem fiir die gesuchten f

uberzubesummen Man wihlt die Zahl der Messpositionen n,grofer als die Dimension
es Streuvektors f. Eine deartige Gleichung kann dann im Least Square-Sinne gelost

werden d.h.:

Bestimme die f; so, daff die Abweichung des mit diesen Koeffizienten bestimmten Korrek-

tur-Vektors py,, von den tatsichlichen Werten P m1n1ma1 wird. Mathematisch bedeutet

_ dies, das Problem auf die Minimierung eines Funktionals! zuriickzufiihren.

(siehe z.B. [Hans —74] oder [2mey—77])

2
= minimal (Gl 5.24)

VH = |P-Gf
mit der iiblichen Vektornorm :

12l = J(x," x,) (Gl 5.25)

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum:

9y = Gl 5.26
V(R =0 ( )

Daraus folgt fiir die Komponenten:

afk (f) f ((P (;I,st) . (P[_Gl,st)) = O
N (P~ Gy o) G i +G, (P, -G, f)) =0 (GL 5.27)
— Gl,th,sfs = (}!,kP[
T T e
N fi = (G G Gy(P, (GL 5.28)
oder in vektorieller Form:
B} T~ 1 .1
f=(GG) -GP (Gl.5.29)

Den Ausdruck vor P bezeichnet man als Pseudo-Inverse.(siehe [Stoer —79]) Er soll in
Zukunft mit GT abgekiirzt werden. Damit ergibt sich also:

1. Strenggenommen liegt ein Extremwertproblem fiir eine lineare Funktion V: R” — R vor; nur im nicht diskreten Fall
wird dies zur Variationsaufgabe eines Funktionals.
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F=G .p ~ (GL530)

mlt ~T~ "l

~T
= (G G) -G (GL531)

Prinzipigl}ljeﬁe sich diese Gleichung bei nicht singuldren Matritzen durch Invertierung der
Matrix G~ G 16sen. Als niitzlicher erweist sich die L&sung iiber eine singulire Wertezerle-
gung (single value decomposition, SVD) der Marix G:

G=Uw.vl (GL532)
. . . . . ~T~ . . .
Diese Zerlegung ist fiir nicht singuldre Matrizen G~ G méglich. Bei W handelt es sich um

eine Diagonalmatrix m1t den sogenannten singuldren Werten w, als Diagonalelementen.
Die Matrizen U und V7 sind orthogonal. Das heif3t:

1) W, =38, w (Gl.533)
2) u,-ul, =35, (GL534)
3) Vo V=3, (GL535)
mit klLse {1,...,nf} und ibte {1,. p} (Gl 5.36)

Diese Zerlegung bildet das Analogon zur Hauptachsentransformation fiir quadratische Ma-
* trizen, wobei die singuldrenWerte den Eigenwerten der Matrix ¢ entsprechen. Bei quadra-
tiSEPCI} Matrizen sind die singuldren Werte gerade die Eigenwerte und G' istidentisch mit
G . Uber Gl 5.32 erhilt man :

GG = (vV-W.vhT = v.w2. v (GL537)
f 14Bt sich damit folgendermaBen schreiben
T
f=U-w2.vl. u-w.-vl) .p

— f=v.wl.ul.p (Gl 5.38)

Oder in Komponenten:

1

fo=Vy —:8 ,Ul,.P =V , — -U,-P, (Gl 539)
w, ~ ' owy b

An dieser Gleichung kann man sehr gut die Griinde fiir mégliche Instabilititen bei der “In-

vertierungs-Prozedur” ablesen: ergibt die singulire Wertezerlegung einige sehr kleine

Werte fiir w, haben die zugehdrigen Summanden in der Summe ein sehr groBes Gewicht.
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- Damit konnen kleine Fehler von P bei kleinen auftretenden sin guldren Werten zu groflen
Fehler fiir f fiihren.

Unter Zuhilfenahme einer Routine aus den Numerical Recipes in C wurde ein Programm-
erstellt, um f iiber Gl. 5.39 zu errechnen. Um die Effektivitit dieses Verfahrens einzuschit-
zen, wendete man es zundchst auf ein stark vereinfachtes zweites Modell-Problem an:

Das zwei Kugel-Problem besteht in der Aufgabe, die Einzelgewichte zweier Kugelsorten
- 1ot und blau - zu bestimmen. Dazu stehen Mischungen mit roten und blauen Kugeln zur
Verfiigung, deren Gesamtgewichte mittels einer Waage bestimmt werden. Vom rein ma-
thematischen Standpunkt scheint die Sache klar: Sobald es zwei “linear unabhingige” !
Kugelmischungen gibt, kann das Einzelgewicht der jeweiligen Kugelart aus Gewichtsmes-
sungen zweier Mischungen berechnet werden. (Losen eines linearen Gleichungssystems
oder letztlich Matrixinversion). Problematisch wird die Sache jedoch durch den physikali-
schen Meffehler bei der Wigung. Es liegt hier wie bei der Aufgabe, die charakteristische
Streufunktion zu bestimmen, die gleiche Problemstruktur vor:

1.) Gesucht ist eine der Messung nicht direkt zugéingliche GroRe:
Gewicht der jeweiligen Kugelsorte - charakt. Streufunktion

2.) Man hat eine fehlerbehaftete MeBgrofe:
Gewicht der Kugelmischungen - Detektorsignal

3.) Es gibt ein charakteristisches Gewicht, das die additive bzw. integrale Zusammenset-
zung des MeBwerts aus den der Messung unzuginglichen Gréfen beschreibi:

Matrix, die die Kugelverteilung in den Packungen festlegt

- Integralkern der den endlichen Proben-Raumwinkel wichtet...

Beim Kugel-Problem wurde nun untersucht, inwieweit eine Uberbestimmung des Glei-
chungssystems den Bereich, in dem die zuriickgerechneten Kugelgewichte liegen, ein-
schrinkt.

Das Gewicht der roten (!) wurde 2 gewihlt, das der blauen Kugel 5. Mit dem Rechner wur-
den zufdllige Kugelmischungen generiert, d.h. durch gleichverteilte Zufallszahlen im In-
tervall (0,1) wurde das Mischverhiltnis der roten zu den blauen Kugeln festgelegt. Das
Gesamtgewicht errechnet sich tiber die angenommenen Werte fiir die tatsdchlichen Kugel-
gewichte. Dieser Wert ist dann mit einem recht grolen ,normalverteilten relativen Fehler
(o =0.3) verwackelt worden.

Zur Datenkorrektur wurden jeweils 20 Datensitze mit

n, € 12, 12,22, 32,62, 92%
verwendet.
Die Abb. 5.13 bis 5.18 zeigen die korrigierten Werte fiir die Kugelgewichte. Jeder Punkt
entspricht einem aus einem Datensatz zuriickgerechnetem Wertetupel. Aufgetragen ist ho-

rizontal das Gewicht der roten und vertikal das Gewicht der blauen Kugel. AuBerdem ent-
hiilt jedes Diagramm den wahren Wertetupel (2,5).

1. Zwei “linear unabhingige ** Kugelmischungen bedeutet natiirlich, daB das Verhiltnis von roten zu blaven Kugeln in
der einen Mischung ungleich dem Verhiltnis in der anderen Mischung ist.
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Wie schon in Abschnitt 5.2.1 gesehen, fiihrt die einfache Matrixinversion (n_ = 2) zu fa-
talen Ergebnissen. (siehe Abb. 5.13) Das zuriickgerechnete Gewicht fiir die blaue Kugel
variiert im Bereich von 1 und 9, fiir die rote Kugel werden sogar negative Werte errechnet
(um -15). In den weiteren Diagrammen zeigt sich jedoch ein bemerkenswerter Effekt:

je groBer die “Uberbestimmung” des Gleichungssystems, d.h. je grofer das Verhiltnis von
n,2u ng, um so kleiner wird die Streuung der zuriickgerechneten Werte um die vorgegebe-
nen. Fiir n, = 92 errechnet man die Kugelgewichte mit einem Fehler von ca. 0.5 zuriick.
(Abb. 5.18) Die Zahl der nétigen “MefBwerte” ist damit aber ca. 50 mal groBer als die Di-
mension der gesuchten Grofle.

Obwohl die “notwendige Uberbestimmung “ des Gleichungssystems fiir ein stabiles Inver-
tierungsverfahren sicherlich immer von der konkreten Gewichtsmatrix - sprich Kernfunk-
tion - und vom angenommenen Fehler der “MeRwerte” abhiingt, zeigt dieses einfache
Beispiel die Problematik der Methode: Bei hoher dimensionalen, zuriickzurechnenden
GroBen, d.h. bei einem grofen ne, wird die Zahl der Mewerte auch sehr grof}, was lange
Mefzeiten und sehr groe Gewichtsmatrizen nach sich zieht, die sehr viel Speicherplatz
und Rechenzeit zur singuldren Wertezerlegung erfordern. Ein wesentlicher Vorteil dieser
Methode liegt aber in einer moglichen Fehlerabschitzung fiir die zuriickgerechneten [ bei
bekanntem Fehler fiir die Me3werte P,.

Fiir eine “doppelte Uberbestimmung” (np = 200 und n, = 100) wurden die generierten
theoretischen Mef3daten des Ausgangsproblems mit der obigen Methode iiber singulire
Wertezerlegung zuriickgerechnet. Diese Korrektur zeigt gegeniiber der reinen Matrixin-
version eine deutliche Verbesserung. Bei einem ¢ = 0.001 wird die Charakteristik des
Delta-Streuers sehr gut zuriickgerechnet.( Abb.5.20 ) Auch der Isotrop-Streuer ist in kori-
gierten Werten noch zu erkennen. (Abb. 5.26) Fiir beide Fille versagt die Marixinversion-
methode schon bei einer noch kleineren Verwacklung der MeRBwerte ( ¢ = 0.0005 ).

Bei grofieren Verwacklungen liefert jedoch auch die Methode der Pseudo-Inversen ohne
eine VergroBerung von ny keine brauchbaren Resultate.

In der Literatur findet man den Vorschlag, den Invertierungsalgorithmus dadurch zu stabi-
lisieren, da man die kleinsten auftretenden w, unendlich setzt, so daB die entsprechenden
Terme in der Summe eliminiert werden ( siche GI. 5.39). In den meisten Fillen fiihrt diese
Methode aber sicherlich zu systematischen Fehlern in der L&sung, die sich nur schwerlich
oder gamicht abschitzen lassen ( [num — recip]).
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Datenkorrektur beim “Kugel-Problem”
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Korrektur der Delta-Streuer -Daten durch Pseudo-Inverse

hY
Preal—theo

g = 0.000
0.025 T T T T T
0.02 m
0.015
0.01 =
0.005 |-
[ e P
-0.005 ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
theta
Abbildung 5.19
-
‘Preal—theo
o = 0.001
0.025 T T T T T T
0.02 b= il
0.015 j=
0.01 b=

-0.005
0.5 1 1.5 2 2.5 3
theta
Abbildung 5.21
-
Preal—theo
o = 0.005
0025 T T T T
0.02 b~
0.015 p=
0.01 p—
0.005
o g
-0.005 | | ! 1 |
0.5 1 1.5 2 2.5 3
theta

Abbildung 5.23

f{theta}

f{theta}

f{theta)

jkor

0 0.5 1

| ] l 1 ] |

1.5 ° 2 2.5 3
theta

Abbildung 5.20

-49.

1.5 2 2.5 3
theta

Abbildung 5.22

0 0.5 1

1.5 2 2.5 3
theta

Abbildung 5.24




Korrektur der Isotrop-Streuer-Daten durch Pseudo-Inverse
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5.2.3 Regularsierungs Verfahren

Ausgangspunkt fiir das hier beschriebene Verfahren sind zwei oben gemachte Beobachtun-
gen:

1.) Ab einer gewissen Verwacklung der theoretischen MeBwerte liefern die bisherigen In-
vertierungsverfahren sehr “verrauschte” Ergebnisse, die teilweise erheblich von den cha-
rakteristischen Ausgangswerten abweichen.

2.) Die singuldre Wertezerlegung zeigt die Ursache fiir drastische Anderungen durch das
Korrekturverfahren bei nur kleinen Verwacklungen:

fo=v,, ~UT,.P, (GL.5.40)

Wi
Kleine auftretende w; fiihren zu einer sehr groen Wichtung des entsprechenden Summan-
den und damit auch zu groBen Fehlern bei nur kleinen Verwacklungen.

Die Idee der Regularisierung besteht nun darin, der Lésung eine bestimmte zusitzliche
“Zwangsbedingung” aufzuerlegen, was sich in einer “Stabilisierung” der die Invertierung
beschreibenden Abbildung ausdriicken sollte. Das MaB fiir den EinfluB dieser zusitzlichen
Bedingung stellt der sogenannte Regularisierungsparameter y dar. Eine mégliche Zusatz-
bedingung ist die Minimierung des Betrags der Losung, was in gew1sser Weise die “Glatt-
heit” der Funktion bzw. des entsprechenden Vektors beschreibt.! Kennzeichen fiir die
instabilen Losungen bei der Methode der Inversen bzw. Pseudoinversen waren die typi-
schen Oszillationen mit auftretenden negativen Werten, die damit zu groRen Funkions-
bzw. Vektorbetrigen fithrten. Durch die eingefiihrte Zusatzbedingung der Betragsmini-
mierung sollen diese Losungen eleminiert werden.

Mathematisch 148t sich dies wieder {iber ein Minimierungsproblem eines Funktinals dar-
stellen:

SN o~ 2 _ _ _
=B-GHl +vHG = v +v-HP (Gl 5.41)
mit Glattheitsmal H (f)

= A =71, 7, (Gl 5.42)

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum:

afAV(f) =0 (GL 543)
5 D =5V D g G f)) = 0 (Gl 5.44)

1. Eine andere Moglichkeit fiir ein “Glattheits-MaB” wiire die Summe der Betragsdifferenzen benachbarter Punkte der

Lésung; wird in der Literatur als zweite Ableitung bezeichnet.
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= (P,= Gy ) G+ G e (P =G f) — (y-2-£,-8,,) =0

“T = ~
= (2-Gp, Gy o+2-7-8, ) -f, = 2l P (Gl.5.45)

=1

el =
— Iy = {(Jk,r'(ff,s+Y'8k.s) G- Py (Gl.5.46)

oder in vektorieller Form:

- ST e I p—
F= (G -G+y-1) -G'P (GL.5.47)

Benutzt man die singlidre Wertezerlegung von G, ergibt sich:

F=(V-W2VTey. ). G'P

T

" = (V- (Wrsy-1)-VI) ' .G'P
- =V Wy 1) VT (U W V) TR
= F= V. ((WPey-1) -W) . UTP (Gl 5.48)
Wa§ man zum besseren Vergleich auch schreiben kann als:
="V (V"r’+~yw—1)f1 UTP (Gl 5.49)

oder in Komponentenform:

1 1
fs= Vs.k‘ (wkak.l+Y'W_k8k,!) 'U’{IIPI‘

- .[L’* ]-5 U7 . p (GL.5.50)
ok 2 k1 Lt t s

In dieser Darstellung wird die “Stabilisierung” der Inversionsprozedur besonders deutlich:
Sehr kleine singuldre Werte w), fiihren durch den im Nenner auftretenden Regularisie-
rungsparameter nicht mehr zu beliebig groBen Gewichten in der Summe. AuBlerdem zeigt
sich hier, daB die iiber das Regularisierungsverfahren erhaltene Losung fiir Y = 0 mit der
Losung iiber die Pseudo-Inverse identisch ist. (Eine andere Interpretation der Regularisie-
rungs-Methode wird in Anhang B vorgestellt) Das Problem dieses Verfahren ist, einen ge-
eignetenWerte fiir den Regularisierungsparameter zu finden.
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Eigene Versuche gingen dahin, fiir das obiges Modell-Problem £ iiber Gl. 5.50 fiir ver-
schiedene 7y auszurechnen. Dabei konnte beobachtet werden, wie die oszillierende Losung
(mit negativen Werten) fiir kleine, anwachsende y Werte immer glatter wurde. Ein zu gro-
Bes vy fiihrte jedoch zu Losungen mit f, = const . Als “beste” Lsung wurde jene ausge-
wihlt, bei der vy den kleinst méglichen Wert annimmt mit der Nebenbedingung, daf alle f;
groBer oder gleich null sind. Prinzipiell zeigten diese Versuche, daf die Regularisierungs-
methode ein stabiles Invertierungsverfahren darstellt und recht gut die theoretischen Werte
fiheo zuriickrechnet. Praktisch ist dieses Verfahren wegen der “experimentellen” Bestim-
mung von Y sehr aufwendig.

Methoden zur Vorausberechnung des Regularisierungsparameters gibt J. Weese
an. [Weese — 89] Ein bewihrtes Verfahren stellt die SC-Methode (Self Consistent) dar.
Die Idee dieser Methode besteht darin, das y so zu bestimmen, daf die Abweichung zwi-
schen dem zuriickgerechneten f;,, und dem tatsichlichen f,j,,, minimal wird. Dabei wird
das unbekannte tatsidchliche )—ﬁ;m, iiber einen angenommenen, bekannten Fehler aus den
MeBwerten iiber die Pseudoinverse bestimmt. Die entstehende y abhdngige Funktion kann
numerisch minimiert werden. Das so bestimmte y . legt damit den konkreten Ausdruck
fiir das zu minimierende Funktional fest. Da bei dem ermittelten y, . die Positivitét der Lo6-
sung nicht zwangsldufig erfiillt ist, erfolgt die Funktionalminimierung nach einem in
[Stoer —71] beschriebenen Algorithmus, der die Positivitit der Losung garantiert.

Zur Realisierung dieses Verfahrens wurde ein Programm von J.Weese [ftikreg] verwen-
det, das die konkrete Form der Kernfunktion des Modell-Problems beriicksichtigt. Dazu
muBte im Programm die Mdglichkeit zur Eingabe eines Volterraschen Integraloperators
geschaffen werden. (Einfiihren einer effektiven Kernfunktion tiber 2 ( ) Funktion, sieche
Kapitel 4.1) :

Die auf diese Weise korrigierten Werte der simulierten MeBBwerte des Modell-Problems
(np und ng wie in Abschnitt 5.2.2) finden sich in Abb. 5.32, 5.34 und 5.36 fiir die generier-
ten Daten eines Delta-Streuers und in Abb. 5.38, 5.40 und 5.42 fiir die Daten des Isotrop-
Streuers. Der Isotrop-Streuer wird fiir alle verwackelten Ausgangsdaten gut rekonstruiert.
(vergleiche hierzu die die Ergebnisse der Pseudo-Inversen-Methode; Abb. 5.26, 5.28 und
5.30 ) Die Riickrechnung des Delta-Streuers lassen in allen Fillen einen wenn auch ver-
breiterten Delta-Peak erkennen. Dies trifft sogar fiir die mit einem absoluten Fehler mit
o = 0.005 (entspricht fiir die maximalen Werte einem relativen Fehler von 25 % !!) ver-
wackleten Daten zu. Trotzdem scheint fiir den Fall ¢ = 0.001 der Regularisierungspara-
meter nicht optimal bestimmt. Hierin zeigt sich auch eine gewisse Schwiiche der Methode:
In vielen Fillen liefert die automatisierte Regularisierung gute Ergebnisse. Trotzdem ist in
jedem Einzelfall ihre Anwendungsmdglichkeit iiber Simulationen zu priifen. Schon eine
Veridnderung der Rasterparameter von n.und n, kann zu deutlichen Verdnderung der Lo-
sung fithren. Die Ursache liegt im systematischen Fehler den man durch die Einfiihrung des
Regularisierungsparameters bzw. der damit verbundenen neuen effektiven Abbildung
f— P ( siche Anhang B ) macht. Man beachte, daf} z. B. fiir den Fall n, = n, die tatsdch-
lichen Werte fiir f, im Bereich zwischen den chaotisch oszillierenden Werten, die man {iber
die Matrix-Inversion erhilt, und den glatten Werten der Regularisierung liegen konnen.
Beide £}, fiihren wieder zu den gemessenen Werten. Die f,,, aus der Matrix-Inversion lie-
fern bis auf numerische Rundungsfehler bei der Riickrechnung sogar exakt die MeBwerte.

Im Gegensatz dazu wiire iiber die Pseudo-Inversen-Methode eine Angabe des Fehlers in
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Abhéangigkeit der singuldren Werte mb’glichl. Diese Methode scheitert aber wie oben er-
wihnt oft an der nétigen Uberbestimmung des Problems. Die damit verbundenen sehr gro-
Ben Matrizen fiihren in der Praxis zu einem enormen Bedarf an Rechenleistung und
Speicherplatz.

Die Regularisierung stellt also eine praktisch handhabbares Werkzeug dar, das in gewis-
serweise die “Losung * einer Fredholmschen Integralgleichung erster Art ermoglicht. Je-
doch ist fiir das spezielle Problem die Anwendbarkeit dieser Methode iiber Riickrechnung
von simulierten Daten zu priifen.

Dazu ein Zitat von Richard J. Hanson aus [Hans —72] :

“...What should be clear is that a simple question: “Can you solve eq.(9)2 “ often has an
answer which takes a great deal of thought, numerical analysis, research and development,
and computer coding. To generalize: as our social and technological needs become greater,
so must our investment in research for answers increase, that’s just the way it is !”

Im folgenden letzten Kapitel soll die Regularisierungs-Methode fiir Auswertung von ge-
messenen Streudaten eines LIM-Streuers angewendet werden.

1. Auf die Fehleranalyse bei der Pseudo-Inversen Methode wurde verzichtet, da sie letzlich fiir die Korrektur von realen

MeBdaten nicht zum Einsatz kam.
2. Gleichung 9 ist eine spezielle Fredholmsche Integralgleichung erster Art aus der Immunologie.




Korrektur des Delta-Streuer durch Regularisierungs Methode
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Korrektur des Isotrop-Streuers durch Regularisierungs-Methode
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6.) Kosterelemente als Beispiel fiir homogene,
optisch diinne LIM’s des 2-dim Falls

In diesem Kapitel soll nun der ganze Klassifikations-MeR-Auswerte-Formalismus am Bei-
spiel der sogenannten Kosterelemente angewendet werden.

Kosterelemente: ein Auszug aus der Patentschrift von H. Koster [Koest —80] zu den
nach ihm benannten Lichtlenkprofilen:

“Eine Vorrichtung zur automatischen Steuerung des direkten Sonnenlichteinfalls, die aus
lichtdurchlassigen Wandteilen und aus lichtundurchlissigen Elementen besteht. Die Steu-
erung erfolgt durch Spiegeleffekte, die von dem Einstrahlungswinkel der Sonne abhingen.

.... Die lichtundurchldssigen Elemente konnen ebene oder besonders gestaltete Spiegel
sein. Die besonders gestalteten Profilspiegel bilden Konzentrationstrichter und Ausstrah-
lungstrichter ....

6.1) Theorie, Klassifikation und Behandlung mit Raytracing-Methoden

Untersucht werden sollen konkret die von der Firma OKALUX hergestellten Lichtlenke-
lemente OKASOLAR. Bei diesen handelt es sich um spiegelnde Stahlprofile mit charakte-
ristischem Querschnitt (siehe Abb. 6.3 ), die mit bestimmter Neigung und Abstand parallel
angeordnet zwischen zwei Glasscheiben zu Elementen zusammengesetzt werden. Einge-
setzt in Fensterflachen von vor allem Biiro- und Industriebauten sollen sie einerseits einen
passiven Sonnenschutz vor der hoch stehenden Sommersonne bieten und andererseits eine
Lichtlenkung an die Decke bzw. in die Raumtiefe bewirken.

Dem in Kapitel 1 entwickelten Klassifikationsschema folgend handelt es sich bei diesen
Elementen um homogene, optisch diinne LIM’s des 2-dim Falls:

Homogen bzw. effektiv homogen sind diese Elemente wegen ihrer periodischen Anord-
| nung. Zwar variiert das Abstrahlverhalten bei einer Rasterung der Abstrahlfliche, die klei-

ner als das Quadrat des Abstand der Profile ist. ( GroBenordnung des Profilabstandes liegt
| bei 1.5 cm ) Fiir die Charakterisierung von Quadratmeter groBen Flichen kénnen diese Ele-
mente jedoch als effektiv homogen behandelt werden.

Optisch diinn sind die Elemente deswegen, weil benachbarte Spiegelprofile einen Refle-
xionskanal bilden, der nur eine lokale “Lichtstreuung” zulidBt. Genau genommen muB das
Kriterium optisch diinn im Zusammenhang mit dem Klassifikation als 2-dim Fall gesehen
werden: In Anhang C wird gezeigt, daf das totale Streuverhalten vollstindig durch die Re-
lexionen des zugeordneten 2-dim Problems in der Profil-Querschnittsfliiche festgelegt ist.
Strahlen, die nicht in dieser Ebene liegen, werden in einen Anteil senkrecht und parallel zu
dieser Ebene aufgespalten. Der senkrechte Anteil passiert ungehindert das Element. Der
Antell parallel zu der Querschnittsebene wird entsprechend der Querschnittsgeometrie re-
flektiert.

Das heifit, die Elemente sind als optisch diinn zu klassifizieren, weil in dieser Ebene durch
die Spiegelkanalwirkung nur lokale “Lichtstreuung” zugelassen wird. Trozdem konnen
Lichtstrahlen, die nicht in dieser Querschnittsebene liegen, das Element an einem dem Ein-
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fallsort nicht gegeniiberliegenden Ort auf der Abstrahlfliche verlassen.

Die weiteren Untersuchungen beschrinken sich deswegen auf das Reflexionsproblem in
der Querschnittsebene. Da die recht komplizierte Geometrie eine analytische Behandlung
des Strahlungstransportes nicht erlaubt , wurde ein Raytracing Programm in C zur Simula-
tion der Lichtreflexion in diesen Elementen geschrieben. Das Programm erlaubt die Be-
handlung von beliebigen, spiegelnden Strukturen in 2 Dimensionen. Fiir die Eingabe der
Geometrie wurde eine “Geometrie-Sprache” entwickelt, die das Zusammensetzen von
komplexen Objekten aus Grundelementen wie Geraden, Kreisbogen, Kreisevolventen und
Parabelbdgen gestattet. Diese Grundelemente konnen iiber Bearbeitungsroutinen wie ko-
pieren, skalieren, spiegeln, drehen und rotieren modifiziert werden. Der Reflexionsgrad der
jeweiligen Elemente ist frei wihlbar.

Von einem vorgegebenen optischen Eingang werden Strahlen unter bestimmtem Winkel
losgeschickt und ihr Weg durch das spiegelnde System verfolgt, bis sie diesen Eingang
(Reflexions-Fall) oder einen definierten Ausgang (Transmissions-Fall) erreichen. Dabei
wird der Auftreffwinkel registriert, der eine Aussage iiber das winkelabhdngige Streuver-
halten erlaubt. Zusitzlich besteht die Mdglichkeit, die durch eine Scheibe am Ein- und
Ausgang des Systems entstehende Anderung der Transmission und Reflexion zu simulie-
ren. (Verwendung der Fresnel-Formeln fiir unpolarisiertes Licht)

Die Daten des winkelabhédngigen Streuverhaltens gestatten zusétzlich noch durch Aufsum-
mierung die Berechnung der Gesamt-Reflexion bzw. Transmission.

Die errechneten Strahlengénge konnen graphisch sowohl auf Bildschirm als auch als
HPGL-Datei ausgegeben werden.

Zundchst wurde das Programm fiir zwei Geometrien mit bekannten Reflexions-Eigen-
schaften getestet:

1.) Parabel mit einfallenden Strahlen parallel zur Symmetrieachse
2.) Kreisbogen mit einfallenden, parallelen Strahlen

Die Strahlenginge zeigen das erwartete Verhalten. Bei der Kreisgeometrie entsteht die be-
kannte Kreiskatakaustik wie man sie z.B. bei Lichtreflexionen in zylindrischen Gefidlien
(Kaffetasse) beobachtet. (sieche Abb. 6.1) Man beachte, dafl neben den beiden deutlichen
Kreisevolventenbdgen noch andere einhiillende Kurven existieren. Diese resultieren aber
aus Strahlen die am linken bzw. rechten Rand in das System eintreten und dieses deswegen
iiber drei oder mehr Reflexionen passieren. Deshalb sind diese Kurven bei Spiegelungen
an der Wand einer Tasse wegen des geringen Reflexionsgrades ihrer Oberfldche auch meist
nicht zu beobachten. Um dagegen den Haupt-Kreisevolventenbogen entstehen zulassen,
muf ein Lichtstrahl nur einmal zu einem merklichen Anteil reflektiert werden.

Bei der Parabelgeometrie zeigt sich die erwartete Ausbildung eines Brennpunkt fiir die par-
rallel zur Parabelachse einfallenden Strahlen. (sieche Abb. 6.2) Weitere Experimente mit
dieser Geometrie bei schriig einfallenden Strahlen fiihrten zu charaktristischen Einhiillen-
den, die einen Bereich um den Parabelbrennpunkt begrenzen, der von keinem Strahl pas-
siert wird. Dies fiihrte zur Idee fiir einen neuen “idealen Konzentrator’! analog zum
bekannten Compound Parabolic Concentrator ( CPC ), aber mit Spiegelfldche hinter dem
Absorber. Der Absorber selbst ist dann nicht mehr planar, sondern hat einen Querschnitt,

1. “idealer Konzetrator™ bedeutet, daB das optische System alle Strahlen, die den optischen Eingang innerhalb eines
sogenannten Akzeptanz-Winkelbereichs treffen, zum Ausgang des Systems gelangen. Die Veridnderung der “Strahl-
dichte” ergibt sich aus dem Liouvillschen Theorem
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der der Form der einhiillenden Kurve entspricht. In wie weit ein solcher Aufbau wirklich

1

zu einem “idealen Konzentrator” fiihrt, konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht beantwortet

werden.
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Abb. 6.1
Strahlengang in einem Kreisbogen
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Strahlengang in einem Parabelbogen




Mit diesemn so getesteten Raytracing-Programm konnte nun dags Lichtlenk-Profil simuliert
werden. Anhand der Konstruktionszeichnung wurde das Einzelprofil durch Zusammenset-
zen mehrerer Kreisbdgen unterschiedlicher Radien und Winkelbereiche eingegeben. (siehe
Abb. 6.3)

Abb. 6.3
Querschnitt des Lichtlenk-Profils W_55_15

Die Abbildungen 6.4 bis 6.9 zeigen die Strahlenginge fiir ein W_55_15 Profil bei unter-
schiedlichen Einfallswinkeln. Als Profilreflexionsgrad wurde ein gemessener Integralwert
(iber das Sonnenspektrum) von 0.7 gewihlt. Zur besseren Darstellung der Richtung der
ausfallenden Strahlen ist in den Strahlengang hinter den Profilen eine “Detektionskugel”
eingefiigt. Die Strahlintensitdt nach Reflexionverlusten wird durch kleine Balken an der
Auftreffstelle der Kugeloberfliche dargestellt. Die Ausrichtung der Profile entspricht der
tiblichen Anordnung in senkrechten Fensterflichen.

Aus Abb. 6.5 bis 6.10 geht die Grundidee fiir die Wirkungsweise der Elemente hervor: Bei
groflen Einfallswinkeln (hohen Sonnenstinden) trifft das von links einfallende Licht auf
den grofien Profilbogen und wird dann iiber weitere Reflexionen an dem gegeniiberliegen-
den Profil wieder nach auBlen gespieglt. Bei flacher werdendem Einfallswinkel entsteht
eine Situation, wo alle vom grofien Profilbogen reflektierten Strahlen hinter der Selektions-
kante auf den kleinere Profilbogen treffen und durch dessen Neigung in den oberen
Halbraum gelenkt werden. Das Profil hat damit auf vollstindige Transmission “umge-
schaltet”. Zusiitzlich zu dem umgelenkten Licht gibt es noch einen Anteil von Strahlen, die
das Profil ohne Reflexionen passieren. Dieser Anteil nimmt fiir kleinere Einfallswinkel
(niedrige Sonnenstiinde) zu.

In Abb. 6.11 bis 6.13 ist das komplette Streuverhalten dieses Profiltyps. duas sich aus den
Simulationen ergibt, in verschiedenen Ansichten dargestellt. Die Streufunktion - Anteil der
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gestreuten Strahlen in einem bestimmten Winkelbereich bei vorgegebenem Einfallswinkel
- ist als Gebirge iiber der Ebene gegen Einfallswinkel Theta_ein und Ausfallswinkel The-
ta_aus aufgetragen. (siche schematische Darstellung in Abbildung 6.3.1)Beide Winkel va-
riieren im Bereich von -90 grd. bis +90 grd. KonventionsgemiB entspricht ein Winkel von
0 grd. einer Strahlrichtung senkrecht zur Einfalls-bzw. Ausfallsfliche.

Einfallswinkel B
-90 +90

+90

N

N Deckenbereich

I

Vidiiiis

A
_

/

S Ausfallswinkel 8
\ aus
direkter Anteil—

Bodenbereich

-90

|

Transmissions-Schaltschwelle
mogliche Sonneneinfallswinkel

Abb, 6.3.1
Schematische Darstellung des Streuverhaltens
des W_55_15 Profils bei senkrechtemn Einbau in einen Testraum

Auffallend ist der schrig durchlaufende mittlere “Kamm” des direkt durchgehenden An-
teils. Die auftetenden Zacken sind kein realer Effekt, sondern durch die Winkelrasterung
bedingt. Gut sichtbar ist die Transmissions-Schaltschwelle des Elements. Auch der oben
beschriebene Effekt des anwachsenden direkten Anteils bei kleiner werdenden Einfalls-
winkel ist sichtbar. Auffillig ist jedoch auch der relativ geringe Anteil des umgelenkten
Lichts, was maBgeblich auf die dazu notwendige Mehrfach-Reflexion bei recht niedrigem
Profil-Reflexionsgrad zuriickzufiihren ist. ( Ein Reflexionsgrad von 0.7 fiihrt schon bei 2-
fach Reflexion zu optischen Verlusten von ca. 50 % )

In Abb. 6.4 ist die integrierte Gesamt-Trasmission aufgetragen. Der Winkelbereich zwi-
schen -50 grd. und O grd. entspricht bei senkrechtem Elementeinbau den mdglichen Son-
nenhohenwinkeln bzw. dem auf die Profilquerschnittsfliche projezierten Hohenwinkel.
Deutlich erkennt man im Bereich von -30 grd. bis -15 grd. das “Durchschalten” des Ele-
ments. Durch Veridnderung der Profilneigung im Gesamt-Element kann diese Schalt-
schwelle in gewissem Umfang verschoben werden.
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Abb. 6.4
Integrierte Geamt-Transmission
des Lichtlenk-Profils W_55_15

Diese theoretischen Daten bilden eine Vergleichsbasis fiir gemessene und dann iiber das
Regularisierungs-Verfahren korrigierten Daten.
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Strahlengang in Kosterelementen
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Abb. 6.11

Abb. 6.12

. Abb.6.13

Streuverhalten eines Kosterelements
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6.2) Messung des winkelabhingigen Streuverhalten
mit anschlieBender Datenkorrektur

Mit dem in Kapitel 3 beschriebenen MeRaufbau wurde nun fiir das Lichtlenkprofil
W_55_15 das winkelabhingige Streuverhalten in der Profilquerschnittsebene gemessen.

Die Probenbeleuchtung wird als parallel und inhomogen angenommen.

Daten zum Meflaufbau:

Abstand Probenmitte-Solarzelle: r = 100cm
Probenbreite: 2-b =36cm
Solarzellenbreite: 2.-¢c=2cm
Einfallswinkel : 60 e [-50°, 50°]
Einfallswinkelrasterung: AB, = 5°
Ausfallswinkel; 0 e [-90°,90°]
Ausfallswinkelrasterung: AB = 0.14°

Daten zur Korrektur:

Rasterung der Mel3werte: n, = 400
Rasterung der Streufunktion: ne = 200 -
Ort auf der Probe: xe [-18.0cm, 18.0cm]
(sin 60 -x)2 '
Ansatz fiir Probenbeleuchtung. bel(x) = exp (— k ) - sinB, - &,

Zur Beschreibung der Probenbeleuchtung wurde der Ansatz einer GauBfunktion! mit frei-
em Fitparameter k; und k, gemacht. Um diesen zu bestimmen, wurde eine Messung ohne
Probe mit einer der Probengréfle entsprechenden Schlitzblende vorgenammen. Dies ent-
spricht einem Delta-Streuer, wofiir die Theorie die folgende Voraussage liefert:

n

P(6) = [dB-3(6,8)-5(8-8,) (GL6.1)
) |

1. Dieser nicht physikalisch motivierte Ansatz erweist sich als gute Wahl zur Beschreibung der Probenbeleuchtung; ein
physikalischer Ansatz miilite die Parabelgeometrie und die Abstrahl-Charakteristik der Lampe beriicksichtigen.
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P(6) =£(6,6))

i
= bel (x(6,0,)) --(-S-fg’-——-r(e) (17, (8,80)] + ¥, (8,8, ]) - 2(8,, 6,,6,)

in@,)*

(GL6.2)

Die theoretische Kurve wurde iiber eine entsprechende Wahl des freien Fitparameters an
die Mef3werte angepaﬁt.1

T s ! ! ! ! ! !

Einh.

;o orel.

P{theta}

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
theta / rad

Abb. 6.14
Vergleich: theoretischer Delta-Streuer (gestrichelte Linie - G1.6.2)
mit gemessenem Delta-Streuer (Linie mit Punkten)

Abb. 6.14 zeigt den Vergleich von Theorie und Messung fiir Fitparameter £; = 0.03 und
k, = 23.0 . Man beachte die sehr gute Vorhersage der Peakbreite.

Bei anderen Einfallswinkeln sieht die schrdg stehende Probe den Gauf-Peak der rdumli-
chen Intensitdtsverteilung nur in einem effektiven Bereich —bsin8, und bsin8, mit einer
um sinf reduzierten Gesamt-Intensitéit. Daraus resultiert obiger Ausdruck fiir be/ (x) .

Die Mefizeit betrug pro Einfallswinkel ca. eine halbe Stunde. Damit konnte das Profil fiir
den oben angegebenen Winkelbereich bei einer Rasterung von 5 grd. Schritten in ca. 6
Stunden vermessen werden.

Die so erhaltenen MeBwerte wurden mit dem in Kapitel 5 beschriebenen Regularisierungs-
verfahren korrigiert. Die Rechenzeit mit den oben angegebenen Rasterparametern liegt pro
Datensatz eines Einfallswinkels im Bereich von einer Minute. Dies hingt aber extrem von

1. Der Winkelbereich von O rad bis 7 rad in Abb. 6.14 bis 6.17 entspricht einem Bereich von -90grd bis 90grd
in Abb. 6.3.1 und Abb. 6.18 f..
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der Wahl der Rasterparameter ne und n, ab. (siehe dazu [Weese — 89] )

Fiir senkrechten Einfallswinkel soll die Datenkorrektur explizit vorgefiihrt werden.
Abb. 6.15 zeigt die eigentlichen MeBwerte und die aus den korrigierten Werten f;,,,. iiber G
zuriickgerechneten “MeBwerte”. (siehe Kapitel 4.3)
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Abb. 6.15
Vergleich: MeBwerte (Rauten) mit den aus f_kor
zuriickgerechneten Mefwerten (gestrichelte Linie mit Kreuzen)
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Abb.6.16
Vergleich: korrigierte MeBwerte (Rauten)
mit simulierter Streufunktion (Kreuze)
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Die zurlickgerechneten” MeBwerte” reproduzieren die Daten sehr gut, was auf ein korrek-
tes Modell der Integral-Kernfunktion hindeutet. In Abb. 6.16 sind die iiber das Regulari-
sierungsverfahren korrigierten MeBwerte f,,, und die mit dem Raytracing-Programm
simulierten Werte f,;, dargestellt. Der Vergleich der korrigierten mit den gemessenen
Werten zeigt als Haupteffekt das “Zusammenziehen“des mittleren Peaks durch das Kor-
rekturverfahren. Dieser breite Mefpeak resultiert aus dem direkt durchgehenden, nicht re-
flektierten Lichtanteil. Seine Breite hiingt direkt mit dem konkreten MeBaufbau, d.h. dem
Radius der Detektorbahn und der Probenbreite zusammen.Ein sinnvolles Korrekturverfah-
ren muf aus den Mefdaten die von der Detektorgeometrie unabhingige Information extra-
hieren. Der direkte Anteil sollte durch die Korrektur zu einem “&-peak”
zusammengezogen werden. Genau dies sieht man in Abb. 6.16. Die Simulation sagt auch
gerade so einen schmalen “3d-peak” bei 6 = ©/2 voraus. Auch im restlichen Winkelbe-
reich stimmen die berechneten Werte mit den korrigierten MeBwerten recht gut iiberein.
(siehe Abb. 6.17) Auffallend ist noch ein Neben-Peak bei 0 = 1.85 der erst in den korri-
gierten Daten signifikant auftaucht. Hierbei handelt es sich um den zweifach reflektierten
Anteil in den oberen Halbraum. (siehe Abb. 6.4) Auch dieser Peak wurde in der Simulation
vorhergesagt.

Abb. 6.18 bis 6.20 zeigen nochmal die simulierten Daten fiir einen Einfallswinkelbereich
von [-50°, 50°] . Umden geringen, gestreuten Lichtanteil besser sichtbarzumachen, wur-
de ein logarithmische Auftragung verwendet. Abb. 6.21 bis 6.23 zeigen die MeBwerte und
Abb. 6.24 bis 6.25 die daraus errechnete Streufunktion in gleicher logarithmischer Auftra-
gung. Der Vergleich der simulierten mit den korrigierten Werten zeigt als Haupt-Effekt
wieder das Zusammenziehen des “Mittelkamms”, der durch den direkten, nicht umgelenk-
ten Lichtanteil entsteht. Auch alle charakteristischen Strukturen des “Gebirges” finden sich
in beiden Datensétzen. Damit ist fiir die Auswertung der Streudaten dieses Profils die Lei-
stungsfahigkeit des Invertierungsalgorithmus gezeigt. AuBerdem wird deutlich, daf das
entwickelte Simulations-Programm ein geeignetes Werkzeug zur Voraussage des Streu-
verhaltens von Lichtlenkprofilen darstellt.

Einh.

sim / rel.

f

_kor u.

f

Abb. 6.17
Vergleich: korrigierte MeBwerte (Rauten)
mit simulierter Streufunktion (Kreuze)
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Die simulierten Streudaten fsim

Abb. 6.18

Abb. 6.19

Abb. 6.20
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Abb. 6.21

Abb. 6.22

Abb. 6.23
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Die korrigierten MeBdaten - Streufunktion 'Ekor

Abb. 6.24

Abb. 6.25

Abb. 6.26




6.3) Anwendung der Streudaten in dem Tageslichtsimulations-Programm Radiance

In diesem letzten Abschnitt soll nun ein Anwendungsbeispiel fiir die gewonnen Streudaten
vorgestellt werden.

Zur Simulation von Lichtverteilung in Rdumen wurde am Lawrence Berkley Laboratory
das Programm Radiance entwickelt. Ziel dieses Programms ist die Erzeugung von photo-
realistischen Bildern von Gebédudeinnenrdumen. Dazu muf im ersten Schritt die speziell
gewlinschte Raumgeometrie in einem programmeigenen Format eingegeben werden. Au-
Berdem ist die Definition von Lichtquellen mit einem vorgegebenen Abstrahlverhalten né-
tig. Zur Berechnung eines Bildes wird dann in dieser vorgegebenen Geometrie
Strahlverfolgung betrieben. Dies erfolgt derart, dal von einem gewiihlten Betrachterstand-
punkt Strahlen in den Raum geschickt werden. Trifft ein Strahl auf eine nicht selbst strah-
lende Fldche, werden von dort erneut Strahlen zu den definierten Lichtquellen
losgeschickt. Die Beleuchtungsstirke des jeweiligen Wandelementes richtet sich nach den
Abstrahlwerten der Lichtquelle(n) in die Richtung(en) pro Raumwinkel, unter der diese das
entsprechende Wandelement sieht. Die Eingabe des Abstrahlverhaltens erfolgt iiber ein
Datenfile, auf das das Programm wihrend der Laufzeit zugreift.

Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Simulation von Lichtlenkprofilen. Diese werden als
selbst strahlende Flachen behandelt, wobei die Streudaten das MaB der Abstrahlung fiir ei-
nen gewihlten Einfallswinkel angeben.

Die speziellen Schwierigkeiten bei der Behandlung von groBflidchig strahlenden Materia-
lien mit allgemeinster Abstrahlcharakteristik sind in Anhang C beschrieben. Dort ist auch
die Methode zur Simulation der sich durch spezielle Symmetrie auszeichnenden Lichtlenk-
profile angegeben.

Um einen groben visuellen Eindruck von der Lichtlenkung der Késterelemente zu gewin-
nen, wurde fiir die Simulation ein Innenraum mit einfacher Schachtelgeometrie gewihlt, in
dessen Fensterfront sich ein schmale Lichtquelle (ca. 1/50 der Fensterhohe ) mit dem cha-
rakteristischem Abstrahlverhalten befindet. Dies entspricht im Grunde einem Paar von
zwel Profilen iiber die gesamte Fensterbreite, die auf halber Fensterhhe angeordnet sind.
Fir eine gesamte mit Lichtlenkprofilen bestiickte Flache ergibt sich wieder die in Anhang
C beschriebene Problematik des imensen Rechenaufwandes. Mdgliche zukiinftige Lo-
sungsansdtze sind dort angedeutet.

Fiir das Abstrahlverhalten wurden die entsprechenden Streudaten des Profils W_55_15
verwendet. (siehe vorheriger Abschnitt) Die Lichtverteilung ist fiir sechs verschiedene
Sonnenh6henwinkel berechnet worden. Der konstante Sonnen-Azimutwinkel wurde so ge-
withlt, daB der “Lichtkegel” leicht schrdg zu den Seitenwinden verlduft. Die Rechenzeit
pro Bild betrugt auf einen Unix-Workstation der Reihe HP-700 ca. zwei Tage.

Abb. 6. 27 bis Abb. 6.32 zeigen die von Radiance berechneten, iiber Diabelichter ausgege-
benen Rasterbilder:

Bei hohem Sonnenstand dringt praktisch kein Licht in den Raum. Bei Verringerung des
Sonnenhdhenwinkels dringt dann ziemlich schlagartig das Licht in den Raum ein, wobei
der liberwiegende Teil an die Decke gelenkt wird. Ab einem Hohenwinkel von ca. 25 grd.
ist deutlich der dominierende, direkte Anteil zu erkennen.

Diese Simulationen sind als Ansatz zur Behandlung von lichtlenkenden Materialien zuse-
hen. Sie beschreiben im Augenblick noch nicht die flichige Belegung mit lichtlenkendem
Material. AuBBerdem wird nur der direkte Anteil des Sonnenlichtes berticksichtigt, was sich
in den Bildern in der scharfkantigen Begrenzung des Lichtkegels zeigt.
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Tageslicht-Simulation fiir Lichtlenkprofil W_55 15
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Tageslicht-Simulation fiir Lichtlenkprofil W_55_15
bei Verinderung des Sonnenhiohenwinkels
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7.) Zusammenfassung

In Anlehnung an einen nordamerikanischen Prediger, der beziiglich seines Pedigtaufbaus
sinngemidl Folgendes bemerkte:

“Zuerst sage ich den Leuten, was ich ihnen sagen werde;
dann sage ich, was ich zu sagen habe.
Zum Schluf sage ich, was ich ihnen gesagt habe ... “

In dieser Arbeit wurde eine neue Klassifzierung optisch transparenter Materialien im Hin-
blick auf eine entwickelte Auswerte-Methode von exprerimentellen Streudaten eingefiihrt.

Fiir homogenes, optisch diinnes Material des 2-dim Falls (z.B. spiegelnde Lichtlenprofile
mit ausgezeichneter Symmetrie) in einem Streuexperiment mit paralleler, inhomogener
Beleuchtung wird der Zusammenhang zwischen experimentellen Streudaten und eigentli-
cher, charakteristischer Streufunktion {iber eine eindimensionale Fredholmsche Integral-
gleichung erster Art formuliert. Die Suche nach einem stabilen Auswerteformalismus
dieser Gleichung fiihrte iiber Ansitze zur analytischen Lésung, Matrix-Inversion und Pseu-
do-Inverse des zugeordneten diskreten Problems schlieRlich zur Regularisierungs-Metho-
de. Simulationen mit computergenerierten, fehlerbehafteten MeBwerten zeigten, daf
dieses Verfahren bei der konkreten Problem-Struktur zu einer stabilen “L&sung” der Glei-
chung fiihrt.

Ein verbliebenes Problem besteht in dem systematischen Fehler der berechneten Lésung
durch Einfilhrung des Regularisierungsparameters. In dem Zusammenhang konnte eine
neue Interpretation des Regularisierungsverfahrens gegeben werden, die dieses Verfahren
in Beziehung setzt zur Pseudo-Inversen-Methode fiir ein effektives, neues Ausgangspro-
blem.

SchlieBlich wurden mit der Regularisierungs-Methode reale Streudaten eines spiegelnden
Lichtlenkprofils umgerechnet. Der Vergleich der so korrigierten MeBwerte mit tiber Simu-
lationen theoretisch vorhergesagten Daten zeigte die Richtigkeit des gewihlten Modells
zur Aufstellung der Integralgleichung und die Leistungsfihigkeit der Regulariserungs-Me-
thode.

Die so ermittelte charakteristisch Streufunktion diente als Input fiir ein Tageslicht-Simula-
tions-Programm. Damit konnte erstmals unter Verwendung eines vereinfachten Fenster-
modells die grundsitzliche Beleuchtungssituation in einem Raum bei Einsatz dieses
speziellen Materials auf dem Computer simuliert werden.

Offen geblieben ist die Behandlung des 3-dim Falls fiir homogene, optisch diinne Materia-
lien, die sich sich jedoch mit dem hier aufgestellten Formalismus bewerkstelligen lassen
sollte. Ein weiteres Problem bildet die Klassse der optisch dicken Materialien. Zu erwarten
ist fiir dieses Problem die Beschreibung iiber eine hsherdimensionale Fredholmsche Inte-
gralgleichung. Ob die Struktur des hier verwendeten Auswerte-Verfahrens tibertragen wer-
den kann, miissen weitere Untersuchungen zeigen.

Das mit der Regularisierungs-Methode bereitgestellte Werkzeug zur Lésung des bestimm-
ten Integralgleichungstyps bietet den Ausgangspunkt fiir neue MeRaufbauten. Eine sehr
reizvolle Idee besteht in einer diffus-direkt Messung. Mdglicherweise kann aus den soge-
wonnenen Streudaten die komplette Information fiir das charakteristische, winkelabhdngi-
ge Streuverhalten zuriickgerechnet werden. Die Entscheidung dariiber bedarf aber einer
weiteren Analyse der mathematischen Struktur der beschreibenden Gleichung.
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8.) Anhang

A) Konsistenzbetrachtung fiir das Raumwinkel-Integral

In der Literatur findet man hiufig folgende Beschreibung der Leistung, die ein Flichenele-
menten (Linienelement) mit vorgegebenem Abstrahlverhalten auf ein anderes abstrahlt:

im Dreidimensionalen

dPyr 5 qa _ dA - cosa - cosp (6 o) (GLAL)
——— . \d » . .
dF (" 4F & an) 2

1m Zweidimensionalen

dP4s_yaa _ dA- coso- cosP ];2 ) (GLA2)
— - d . -
ds Fds s da

Diese Formulierung ist konsistent mit der in Kapitel 2 angegebenen. Die eine Formulie-
rung geht in die andere durch das entsprechende Transformationsverhalten der Koordina-
tendifferentiale {iber. Man beachte jedoch, daf das in Gl. A.1 bzw. Gl. A.2 auftretende
f( ) eine andere Bedeutung hat, als das in Kapitel 2 eingefiihrte. Den Zusammenhang
sieht man folgendermafRen:

Analog zu Kapitel 2 gilt:

deF—)dA

— U2 = 40y, fyy () (GLA3)
bzw. dP

—2 = 0y, fp4 () (GLA4)

Die Beziehung zwischen Raumwinkelelement dQ und Flichen(Linien)element dA erhilt
man liber die entsprechende Projektionsfliche(linie) pr (dA) :
Es gilt:

pridA) = (rgp g aa)?- dQy, = cosa-dA (GLAS)

(siehe Abb. A.1)
bzw.

pr{dA) = ry 44 dQ, = coso - dA (Gl A6)

2d

(siehe Abb. A.2)

Damit transformieren sich die Koordinatendifferentiale:

dA - ¢
dQ, = LB (GLAT)
2
(TaF & aa)
bzw.
dA - )
dQ,, = 0% (GLAS)
Fds & da
und man erhilt:
dPa'F' dA dA - coso )
o =dQ,, f1,( ) = Sag ) (GL A9)

dF

2
(747 o aa)




bzw. AP 45 aa dA - coso

ds =dQy, fru( ) = m’fzd( ) (GL A.10)

Aus dem Vergleich mit Gl. A.1 bzw. A.2 ergibt sich:

fadg-34( ) = cosB-fag-34( ) (GL A.11)

Das heift, die Funktion in Gl. A.1 bzw. A.2 beschreibt nicht die abgestrahlte Leistung pro
Raumwinkel und Fldche, sondern die abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel und effekti-
ver, projezierter Fliche. (Flichenanteil von dF bzw. ds, der senkrecht zur Abstrahlrich-
tung steht)

Abb. A.l
Sichtwinkel dF — dA 3-dim

Abb. A2
Sichtwinkel ds —» dA 2-dim
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B) Eine andere Interpretation der Regularisierungs-Methode

Die grundlegenden Formeln:

die Ausgangsgleichung

f

it

P =
die SVD-Entwicklung der Ausgangsmatrix
G=UW. VI

die zugehérige Pseudo-Inverse

Ghov.owl o= &6 &
mit den Bedingungen fiir U und V
UT-U=1und V.V =1

die Lésung mit der Pseudo-Inversen

F=G . B=v.wl.u'p
die Losung liber Regularsierungs-Methode

F= (G Gay- 1) GTB = V(Way W TIUTE

Fiir die Pseudo-Inverse gelten folgende Rechenregeln:
(U-A)F = A uT

mit uT.u=1

denn (U-A)T = ((U- )T (Uu-A)H (u-A)T

= (AT UT.u- )7 ATUT
= AN AN ATYT = 471 T
Wihlt man A = WV +v. W VT folgt aus GL. B.6 :

F= WVl 4y wivh)y L yTp

-79.

(Gl B.1)

(Gl.B.2)

(GLB.3)

(Gl. B.4)

(GL.B.5)

(GL. B.6)

(GL. B.7)

(GL.B.%)

(Gl B.9)




= (U- (WY T4y WIvI)HT. B
= (UWVT 4y UW V)T . p

= (G+y- (vwuh )T . P

- e TT
= (G+y- (G ) -P (GL.B.10)
also:
F=G.l P (GL B.11)
= Gy .B.
5 . 4 T
Gyr = G+7- (G) (Gl.B.12)

Dies ist ein recht bemerkenswertes Resultat:

Die Regularisierungs-Losung, d.h. die Losung, die sich fiir die Minimierung des Funktio-
nals mit Zwangsbedingungen ergibt, entspricht der Losung eines Problems mit effektiver,
neuer Ausgangsmatrix ohne Zwangsbedingungen iiber die Pseudo-Inverse.

D.h. die Minimierung des Funktionals mit Zwangsbedingung

Vi =||13—((;-j)]|2+y.}1(;?) (GL.B.13)

liefert die gleiche Losung wie fiir das folgende Funktional ohne Zwangsbedingung mit
neuer effektiver Ausgangsmatrix

- . = L2

Vo) = |P- (G P (GL B.10)

Dies ist auf jeden Fall erfiillt fiir H (f) = || f"”z, aber moglicherweise noch verallgemeiner-
bar.

Wihlt man speziell fiir G eine quadratische, nicht singulidre Matrix, erhilt man:

. - ~-1 -1
f=(G+y-G ) -P (GLB.11)

Die Regularlisierungs-Methode entspricht der Invertierung von G unter Beimischung \von
der “ reinen Inversen” von G selbst. Das MaB fiir den beigemischten Anteil von G~ ist
gerade der Regularisierungsparameter!
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Man sieht, daf3 (__;Eff fiir y = 0 identisch ist mit G. Das heift:

Fiir sehr grofie y-Werte iiberwiegt der Anteil Y- G und man erhilt:
ol X e ; \
Gopr~ % -G (Gl B.13)

Abb. B.1 bis Abb. B.8 zeigen Gej}f fiir verschiedene y-Werte. Moglicherweise bietet die
Struktur der beschreibenden Matrix ein Auswahlkriterium fiir den Regularisierungspara-
meter.

Ob Gl. B.11 “nur” eine reine Folge der zugehorigen algebraischen Struktur ist oder ob sich
hier ein quasi “ Homoopathie” Effekt zeigt, der fiir Beschreibung von Naturvorgingen re-
levant sein kénnte, mufl an dieser Stelle offen bleiben. (Man beachte die Freiheit in der
Wabhl der Abbildung G)

(;;} fiir verschiedene y-Werte

v = 0.01

Abb. B.1

v = 0.001

Abb. B.2
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G fir verschiedene y-Werte

(o]

0.000

V=
1}

-
J

Abb. B.

y = 0.00015

Abb. B.4

]
=
=
=
I
-

Abb. B.5
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G fiir verschiedene y-Werte

v = 0.00005

Abb. B.6

y = 0.00001

Abb. B.7

y = 0.000001

Abb. B.8




C) Behandlung von Spiegellamellen mit 1-dim

translationsinvarianter Symmetrie

Bei den in Kapitel 6 behandelten Lichtlenkprofilen liegt eine ausgezeichnete Symmetrie
vor: Verschiebt man die Lamellen in eine ausgezeichnete Richtung, gehen diese wieder in
sich selbst iiber. Diese Richtung sei im folgenden mit Lamellen-Richtung / bezeichnet.
Fiir eine derartige Symmetrie vereinfacht sich die die optische Beschreibung .

Bezeichnungen:
Die Profilquerschnittsflidche beschrieben durch

Normale des Gesamtelements: i
und Richtung senkrecht zu den Lamellen: A

Richtung der Lamellen: ! = (A\ Xn) -l

Element Linge: 1

Einfallender Strahl: d

Gestreuter Strahl: d’

Aufteilung von d: doorm = ((AXA) -d) - (AXH)(GLC.1)
dpar =d- dnorm (GLC2)

Analoge Aufteilung folgt fiir d'.

mit 4] = |d = =7 =1 (Gl. C3)

C.1) Strahlverfolgung

Die 3-dim Strahlverfolgung in solchen Elementen kann auf die 2-dim Reflexionen in der
Profilquerschnittsfliche (aufgespannt von A und #) zurtickgefiihrt werden. Dazu wird ein
bliebig einfallender Strahl aufgeteilt in einen Anteil d,,, in dieser Ebene und einen Anteil
dporm senkrecht zu dieser Ebene. Der Anteil d,,,, wird entsprechend der Form des Profil-
querschnitts reflektiert, der Anteil d,,,,,,, bleibt unverdndert, so daB} sich fiir den gestreuten
Strahl ergibt:

d=d +d. =d +dom (GL C.4)
d.h. I = dorm (GLCS5)
Der Beweis dazu erfolgt in zwei Schritten:

1. ) Zeige, dall obige Behauptung richtig ist bei einer Reflexion an einer beliebigen Test-
ebene. Die Profilquerschnittsebene entspricht dann einer Ebene senkrecht zu dieser Ebene.
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i1.) Sei eine Parametrisierung der Profilfliche gegeben durch:
Frrofit (0, B) = AR () +A - hy (o) + (Ax7) - B (GL C.6)

Zeige, daf bei einem Strahl mit Richtung d , die Projektion des Schnittpunktes (mit der Pro-
filfliche) auf die Profilquerschnittsfliche unabhingig von dem d,,,,,, Anteil ist.

Aus1.) und ii.) zusammen folgt obige Behauptung fiir alle Profile mit entsprechender Sym-
metrie. Denn aus i.) ergibt sich die Giiltigkeit der obigen Behauptung bei einer Reflexion.
Gilt zusitzlich noch ii.), kann jede weitere Reflexion auch von schrig laufenden Strahlen
analog behandelt werden.

Zui.)
Das Reflexionsgesetz in vektorieller Form:

d = d—2h,(d-i,) (GL.C.7)
7, sei die Normale zur Reflexionsebene;  eine beliebige Richtung in dieser Ebene.
Sei d in der orthonormalen Basis /, A, (Ix7,) folgendermaBen dargestellt:
d=h-d+I-dy+ (IxXR) - d (GLC.8)
Das Reflexionsgesetz liefert:
d' = d-2d,h, (GLC9)
Nach obiger Behauptung soll sich aber d’ folgendermafien berechnen:
d' = 1-dy+ (B, d+ (IX7,) -d3) =27, ((i,-dy+ (Ix7,) - d3) - 7,

=l-dy+h, di+ (Ix#,) -dy—2d,7,

= d-2d,n, (GLC.10)
Dies entspricht dem Ergebnis von Gl. C.9 .
Zuii.)
Sei der Strahl parametrisiert iiber:
S5(e) = do+e-d (GL C.11)
Mit der folgenden Darstellung von d und ZIO
d=rh, d+A d+ (AxH,) - d, (GL C.12)
do =7, dy +A dyy+ (Ax7,) - dys (GL C.13)
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macht man folgenden Ansatz fiir den Schnittpunkt X; mit dem Profil:

do te,-d; = h (o) (Gl C.14)
_402+es-42 = hy (Q) (GLC.15)
do3+85'd3 = B (Gl C16)
Aus Gl. C.12 und C.13 folgt:
d h, (o) —d
1 1 01
—-— = —— GL C.17
dy  hy(a) —dp, ( )

was die Losung o = o, habe, die unabhiingig von f ist. Damit folgt fiir e

hy (o) —d
g, = — o O (GL C.18)
dy
Man erhilt fiir den Schnittpunkt:
i, =do+e,-d (GLC.19)

Fiir die Projektion des Schnittpunktes in die Profilquerschnittsfliche ergigt sich damit:

hy (o) —d
Pr'i’s = ﬁe' (-4014__1—-__%_“91-

hy (o) —dy,
._1 -_2

~41)+A- (402+—T—- d

(Gl C.20)

Dieser Ausdruck ist unabhingig von dem Anteil ZlEnmm senkrecht zur Profilebene:
aEnorm = (2 X ?Ze) : (5103 +€- £Z3) (Gl C.20)

Das bedeutet, daf3 die Schnittpunktsprojektion in die Profilquerschnittsfliche unabhingig
davon ist, wie schrig ein Strahl zu dieser Ebene verlduft (beschrieben durch dg und ds).

Damit ist obige Behauptung gezeigt

C.2) Spezielle Behandlung in Tageslicht-Simulations-Programmen

Be1 der Simulation von Fenstermaterialien mit allgemeiner Abstrahlcharakteristik in Ta-
geslicht-Programmen wie Radiance entsteht eine gewisse Schwierigkeit: Ein Wandele-
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ment sieht eine ausgedehnte Lichtquelle unter einem ausgedehnten Raumwinkelbereich.
(Analog zum Detektor, der die ausgedehnte Probe sieht) Fiir eine physikalisch richtige Be-
stimmung des entsprechenden Lichtanteils, den das Wandelement von der Lichtquelle
empfingt, miifite diese je nach Ausdehnung unterteilt und als Multi-Quelle behandelt wer-
den. Dies fiihrt jedoch zu erheblichen Schwierigkeiten, da die Rechenzeit anndhemd pro-
portional zur Anzahl der Lichtquellen ist.

Eine mogliche Losung besteht in der Vorausberechnung dieser Integral-Anteile und Ab-
speicherung der entsprechenden Werte in einem Datenfile, auf das das Simulationspro-
gramm dann zur Laufzeit zugreift. Dieses Vorgehen entspricht dem Ubergang von einer
Abstrelxhlfunktion (entspricht Streufunktion; siche Kapitel 6.3) fiir ein kleines Fldchenele-
ment:

fap = F(d d) (GL C21)
zu einer effektiven Abstrahlfunktion der ganzen Fliche in Abhiingigkeit vom Abstand:
fr = fup(d, d',r) (Gl C.22)
Fiir die Lichtlenkprofile mit translationsinvarianter Symmetrie bietet sich jedoch eine an-
dere Moglichkeit an:

Zunichst erhilt man das allgemeine 3-dim Streuverhalten aus den 2-dim Daten {iber:

13 - dim (2’ ‘7/) =

f?.— dim (Preein (a) ’ Preaus (2,) ) - S (lam”"” - alnarm )
(GLC.23)

0,,, (Pré,, ) sind die Winkel der in die Profilquerschnittsfliche projizierten Strahlen:
cos (Pro, ) = 2" (GL C.24)

ldparl

und
Ez, ar ’ ﬁ

cos (Pré,, ) = ——— (Gl C.25)

d par

(siehe Gl. C.2)

Man beachte: Je nach Tageszeit, Datum und Gebdudeausrichtung ergibt sich eine entspre-
chende Richtung von d in Abhingigkeit vom Azimut- und Hohenwinkel der Sonne.

1. Die Streufunktion wird hier in Abhéngigkeit von den Vektoren, die die Strahlrichtung beschreiben, angegeben. Dies
ist natiirlich dquivalent zu der Beschreibung in Abhingigkeit von den entsprechenden Winkeln der Kugelkoordinaten aus
Kapitel 3.
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Die Situation bei der Strahlverfolgung in Radiance ist nun folgende:

aktuelles Wandelement

norm

’ <
d par ®

Betrachter-Standpunkt

Lichtlenk-Profil

Raum im Horizontal-Schnitt

Abb. C.1

Ein bestimmte Einfallsrichtung des direkten Lichts ist durch d vorgegeben. Damit ist der
d’ norm Dekannt. Vom gewihlten Betrachter-Standpunkt aus werden Strahlen im Raum ver-
folgt. Von einem “getroffenen” Wandelement wird wiederum ein Strahl auf die Mitte der
nicht weiter unterteilten, das Lichtlenkprofil darstellenden Lichtquelle geschickt. Bekannt
ist dabei die Richtung T von dem Wandelement zur Mitte der Lichtquelle. Damit kann so-
fort der Projektionswinkel auf die Querschnittsfliche Pr0 aus DESUMME werden. (sieche
Abb. C.1) Das verbleibende Problem bei der Bestimmung des korrekten Lichtanteils ist
der d-Funktionsanteil in Gl. C.23 .

Ul

Bereich mit

norm dnorm

g (x)

eigentlich abstrahlender Ort Koordinatensystem

Raum im Horizontal-Schnitt

Abb.C.2

Die Idee zur Beriicksichtigung dieses Terms besteht darin, fiir einen Strahl mit Richtung T
zu priifen, ob die Linge seiner Projektion fP rT1 in die von 7 und A4 x 7 aufgespannte Ebe-
ne kleiner als eine vom Winkel £ abhingige Grenzlinge L, (3, &)ist. (siche Abb. C.2)
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Wenn ja, dann ist der zugehdrige Abstrahlwert der Lichtquelle:

fz_d[m (P"et,,‘n (d), Preaus (d")

aktuelles Wandelement

wand

7\ﬂrueck l ‘/;ff
()
-

eigentlich abstrahlender Ort ({} —9)

Raum im Horizontal-Schnitt

Abb.C.3

Effektiv stammt dieser Lichtanteil zwar nicht von der Mitte der Quelle. Da aber die Pro-
Jjektionen der von der Quelle emittierten Strahlen in dieser Ebene parallel verlaufen, ist der
gewihlte Anteil identisch mit dem eigentlichen Anteil, der von einem weiter auBSen liegen-
den Teil der Lichtquelle mit einer effektiven Richtung Teff herriihrt. Zur Berechnung der
korrekten Beleuchtungsstirke ist dieser Wert noch mit der Gr6Be des Raumwinkels, unter
dem der eigentliche Abstrahlort das jeweilige Wandelement sieht, zu wichten. Dieser hiingt
von dem Cosinus des Winkels o zwischen der Wandnormalen #,,,,, und der effektiven
Strahlrichtung Tégff und dem Betrag ]TL,fA ab. (siche Anhang A)

Ist ]PrT] groBer als die kritische Grenzlidnge L, (9, £), liegt das Wandelement auBerhalb
des “Lichtkegels” und bleibt dunkel.

Die Grenzldnge erhilt man folgendermaRen: .
Der “Lichtkegel” ist in seiner Projektion in die x-y-Ebene (entspricht der von 7 und A X i
aufgespannte Ebene ) durch zwei Geraden begrenzt.

g1, = x-tanﬁié (GL C.26)

Fir einen Strahl von der Quellenmitte mit einem Winkel £ zur Normalen gilt folgende
Gleichung:

515 (x) = x(tang - x) (GL C.27)

Die kritische Grenzlinge folgt aus den Schnittpunkten von g und s:

)

2 (tand * tan&) (GL C.28)
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Und damit

L.(3,E) = A/(xs1,2)2+51,2(xs1,2)2 =

l J1% (tang)? (GIL. C.29)

= 2(tand * tanf)

Die Projektion von T erhilt man iiber:

prT =h-(T-B+@A@xn) - (T Axn)) ~ (GL.C.30)
mit T=Tl-d (GL C31)
T1 ist der Abstand vom Wandelement bis zur Mitte der Lichtquelle.

Man erhilt fiir den Betrag:

IPrﬂ=T1-J(Zz’-(2xﬁ))+(3’-ﬁ)2 (Gl C.32)
und fiir &:
cosk = PIT- R (Gl C.33)
prT]

Zur Bestimmung des Winkels o fehlt noch ein Ausdruck fiir Teff. Uber den Sinussatz folgt
der eigentliche Abstrahlort: (siehe Abb. C.3)

sin (E_, - 8) IP)T]

T, ool = 22 7 . 1. C.34
1T e sin (t/2+0) (G )
und damit;: . R .
Tryeck = F(AXHN) - ITrueckl (GL C35)
Fiir 7, ergibt sich damit:
Teff = (T —pI‘T) + (prT'*' Trueck) = T + True(tk (Gl C.36 )
Und schlief3lich fiir coso;:
T, R
cosa = Lelf Mwand) (GL C37)

Tes

Damit sind alle relevanten GréBen bekannt. Diese werden zur Programmlaufzeit fiir den
aktuellen Strahl jeweils neu bestimmt und erméglichen damit die Simulation des speziellen
Abstrahlverhaltens der Lichtlenkprofile.
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Bemerkungen zur Notation

1. Die mathematische Formulierung ist nicht streng; unter anderem keine Unterscheidung
von Vektoren und Komponenten-Vektoren

2. Die Summations-Indizes sind durchweg unten notiert; ohne Riicksicht auf magliches un-
terschiedliches Transformationsverhalten.

3. Bis auf Kapitel 4.2.1 wird bei Summationen die Einsteinsche Konvention benutzt: iiber
doppelt auftretende Indizes wird summiert. Die Indexmengen ergeben sich dann aus dem

Zusammenhang.

4. Schreibweise fiir Vektoren und Matrizen:

b, G s, Sind die entsprechenden Komponenten

Esist der s-te Vektor mit Komponenten (b), = b,

5, G sind Gesamt-Vektor bzw. Matrix
|
\
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1. Wenn man nach einem Kriterium fiir die Reihenfolge sucht, es gibt es nicht ...
2. ps2rle stellt wie der Name schon sagt eine Konvertierung von Postscript in ein rle-Rasterbild dar.
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